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I ntroduccion

José Luis Montesinos Sirera

Laenorme influencia que la obra de Arquimedes hatenido alo largo de la Historia de la Ciencia
est4 fuera de discusion. Sus fundamentales aportaciones a la geometriay a la aritmética, a la
mecanica y a la hidrostética, le confieren una importancia singular. En el minisymposium que
sobre su figuraorganizé laFundacién Canaria Orotavade Historiade la Cienciaen Enero de 2002,
en el Puerto de la Cruz (Tenerife), dentro de las actividades del Congreso de la Real Sociedad
M atemética Espafiol a, se presentaron algunos aspectos de su obra, incidiéndose en larelacién que
tenia en aquellos momentos, en la cultura griega, la Matematica con la Filosofiay con la Fisica.

Manteniendo €l rigor euclideo, Arquimedes imprimié a sus obras una clara intencion de
calcular y medir; y asi, a mismo tiempo que exigia a sus “descubrimientos’ y teoremas —muchas
veces obtenidos por via heuristica— una rigurosa demostracion, no dudaba en buscar resultados
con fines précticos, como su famosa aproximacién del nimero xt, investigacion muy alejada de
los intereses platonico-euclideos vigentes entre los mateméticos de la época. ¢Platon o
Aristételes? ¢Es aplicable la Matemética ala Natural eza?

Los portentosos artilugios mecanicos ideados por Arquimedes para la defensa de su patria
siracusana, magnificados por escritores como Plutarco, potenciaron en laimaginacién popular a
lo largo de los siglos una visién de las mateméticas como disciplina capaz de controlar los
fendmenos de la Naturaleza: € método fisico-matematico galileano debera mucho alafigura de
Arguimedes, quien con unateoriamateméticaformada por definiciones axiomasy teoremas habia
conseguido las leyes de la Estética.

Presentamos en esta publicacién algunos de los trabaj os que se expusieron en e Symposium
de Tenerife:

Antonio Durén, catedrético de Andlisis Matemético de la Facultad de Mateméticas de la
Universidad de Sevillay vocal de la Junta de Gobierno dela R.S.M.E., es también el Presidente
de la Comision de Historia de la Mateméatica de la R.SM.E. Su ponencia versa sobre los
manuscritos griegos de Argquimedes conservados en la Biblioteca del Escorial, y especialmente
del perteneciente al fondo de don Diego Hurtado de Mendoza, que fue copiado en laprimeramitad
del siglo XVI en €l entorno de Venecia.

Silvio Maracchia es profesor de Historia de la Matematica en la Universidad La Sapienza de
Roma y su trabagjo trata sobre El famoso problema complementario de Arquimedes gque se
encuentra en la proposicion cuarta del libro segundo de Sobre la esfera y € cilindro, que es
ciertamente una de las obras mas importantes de Arquimedes.

Arquimedes y la geometria dindmica es €l titulo del trabagjo de Carlos Mederos Martin,
profesor de mateméticas en €l IES Vieray Clavijo de La Laguna y miembro de la Fundacion
Orotava. En é se estudia la famosa cuadratura de la parébola realizada por Arquimedes y su
posible aplicacion didéactica en la ensefianza de la geometria.



José Luis Montesinos Srera: Introduccion

El Profesor Jirgen Renn, Director del Max Planck Institute for the History of Science,
presenta aqui su trabajo La mecanica desde Arquimedes a Galileo-observaciones sobre €l
desarrollo a largo plazo de las estructuras del conocimiento. El Prof. Renn, junto a sus
colaboradores en Berlin, trabaja en un vasto e interesante Proyecto de digitalizacion de los textos
més importantes relativos ala Mecénica, desde Arquimedes hasta Newton.

Sergio Toledo Prats, profesor de filosofiadel |ES Villalba Hervasy miembro de la Fundacién
Orotava nos hablara de la concepcion de las mateméticas que tenian Platon y Aristételes en €l
marco general de la matematica griega, esa hueva manera de hacer mateméticas, estrechamente
ligada ala Filosofia.

Finalmente, quiero expresar mi agradecimiento al Profesor Renn por permitir esta publicacién
en la prestigiosa coleccién del Max Planck Institute for the History of Sciencey a Lindy Divarci
por su amabilidad y diligencia.

Fundacion Canaria Orotava de Historia de la Ciencia



L os manuscritos griegos de Arquimedes
en laBiblioteca del Real Monasterio de El Escorial

Antonio Duran Guardefio

I ntroduccion

En relacion con las mateméticas se olvida a menudo un hecho bastante elemental: son producto
de la cultura humana, una creacion intelectual de la humanidad. En consecuencia, han sido
afectadas por los mismos avatares historicos que han actuado sobre €l resto de realizaciones
intel ectuales, manuales, técnicas o del cualquier otro tipo atribuibles alos humanos. Este olvido
produce una cierta distorsion en la comprension de la evolucion de las matematicas alo largo de
su historia que contagia a la percepcion misma de las matematicas como ciencia; me refiero aqui
no ala percepcién que puedetener la“ gente dela calle” , quetambién, sino alade colectivo més
cercano alas mateméticas: fisicos, ingenieros, cientificos en general, eincluso unabuena parte de
los mateméticos. Selas suele situar en unaesfera de pensamiento abstracto, alejadas del mundanal
ruido y de las miserias, pero también de los placeres que las agquejan. Nada més contrario a la
verdad; y no solo porque a lo largo de toda su historia € proceso de creacion matemética con
frecuencia ha hundido sus raices en los desafios intelectuales provenientes de la fisica, la
ingenieria e incluso, aunque esto mas recientemente, de las Ilamadas ciencias de lavida o de las
ciencias sociales, sino por el hecho més prosaico y trivial de que la misma transmision del saber
matematico queda afectada por €l entorno histérico y su devenir.

Y pocos g emplostan ilustrativos de lo dramética que puede ser esainfluenciacomo lapérdida
y posterior recuperacion del legado cultural griego que tuvo lugar en el mundo occidental en los
mil afios que separan los siglos V y XV de nuestra era. La aventura afect6 a todos |os 6rdenes de
la cultura: literatura, filosofia, esculturay, como no podia ser de otra forma, a las matematicas.
Insisto, no estamos aqui hablando de la pérdidade unaciertatradicion cultural, que evidentemente
se produjo, sino del hecho mucho mas simpley dramético que supuso la pérdida definitivade una
parte de los logros intelectuales, a desaparecer e soporte donde estaban contenidos. Este
cataclismo cultural afectd, como ha quedado dicho, también a las mateméticas. parte de lo
conseguido por los griegos se perdid, otra parte pudo ser recuperada, normalmente con gran
esfuerzo y en algunos casos casi milagrosamente. Este Ultimo es, desde luego, €l caso delamayor
parte de las obras de Arquimedes. Baste recordar que El método, una obra tan fundamental para
comprender el modo de hacer arquimediano y que tanta ayuda podria haber prestado a los
mateméticos de los siglos XVI y XVII, ha sido recuperada en fecha tan cercana como 1906,
todavia no hace un siglo.

Delo que voy atratar aqui, como €l titulo indica, es de |los manuscritos griegos con obras de
Arquimedes existentes en la Biblioteca del monasterio de El Escorial, pero € enfoque sera e
apuntado en los parrafos anteriores. Procuraré mostrar que més alld del contenido técnico de estos
manuscritos —esto es, de las matematicas que contienen—, se oculta en ellos casi dos mil afios de
historia de la humanidad; una historia llena, como s6lo la historia sabe estarlo, de miserias y
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grandezas, de hechos menudos que son sin embargo superlativosy de otros que teniendo fama de
extraordinarios quiza no lo fueron tanto. Hay quien pensard que hay en este escrito muy poco de
mateméticas. puede ser, aunque estoy seguro de que quien esto lea acabara conociendo de las
matematicas cosas que es importante saber.

Antes he dicho que tras esos manuscritos griegos de Arquimedes se ocultan dos mil afios de
apasionante historia. En realidad hay algo de exageracién en esto que digo, aunque no enlo delos
dos mil afios de historia, sino en lo de ocultar: cabria mejor decir que ese largo periodo trata de
camuflarse tras |os manuscritos. Pero es un camuflaje que més que pretender pasar desapercibido
parece querer llamar la atencion una vez detectado. Esos manuscritos tienen necesidad de
convertirse en objetos de deseo: gercen lafascinacion de lo oculto. Y, por eso, van destilando a
poco que se los estudie € dulce néctar de laHistoria, delas historias ...

1. Los helenistas esparioles del Renacimiento

El origen de los grandes fondos manuscritos griegos de las bibliotecas europeas se remonta ala
primera época del Renacimiento, anterior, por tanto, alainvencion de laimprenta. Por lariqueza
einterés delos manuscritos conservados, y por su especial relevanciaen larecuperacion delacbra
de Arquimedes, cabe aqui destacar cinco bibliotecas:

— la Bibliothéque Nationale de Francia en Paris: tiene su origen en la Bibliothéque du Roi
fundada por Carlos V afinales del siglo X1V; atesora algunos importantes manuscritos con
obras de Arquimedes que fueron adquiridos 0 mandados copiar por Francisco | cuando la
Bibliotheque residid, durante una parte del siglo XVI, en el castillo de Fontainebleau.

— laLaurentianade Florencia, fundadapor L orenzo el Magnifico. Pronto se ubicé en un palacete
disefiado por Miguel Angel construido a partir de 1529 y anexo ala lglesia de San Lorenzo;
estabibliotecaseunié aprincipiosdel XIX conlaMarcianade Florencia—fundadapor C6simo
de Medici a principios del siglo XV en e convento de San Marcos tomando como base |os
fondos de Nicol s Niccoli—, dando lugar ala actual Mediceolaurentiana.

— laMarciana (San Marcos) de Venecia: la biblioteca del senado de Venecia, fundada hacia
mediados del siglo XV con € legado de manuscritos del cardenal Bessarién; se ubica en e
edificio disefiado por Sansovino y construido durante €l siglo XV1 en € lado occidental dela
Piazzeta de San Marcos junto al Campanile de la catedral de Venecia.

— laVaticana, fundada por el papa Nicolas V a mediados del siglo XV; unas décadas después
Sixto IV —el papa que mando construir la capilla Sixtina— la mand6 remodelar y decorar en su
actual ubicacion.

— ylade Escoria: fundada por Felipe Il hacia 1566; es pues posterior a las anteriores aunque,
como veremos mas adel ante, una parte de los fondos manuscritos griegos fueron aportados por
los heleni stas espariol es —en general, mas jovenes que el rey fundador—.

Con la aparicion de la imprenta se procedié a la publicacion de gran parte de este fondo
manuscrito. A grandes rasgos, se puede atribuir € impulso inicial alos humanistas italianos que
primaron la publicacion completa de las obras por encimade la purezay fidelidad de los textosy
las traducciones. Segun Charles Graux:
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en menos de cincuenta o sesenta afios, ..., la traduccion latina de casi todos los clasicos
griegos, una parte ya considerable de escritores de segundo rango y de autores cientificos
habian salido de las imprentas italianas en forma de volimenes elegantes y a veces
espléndidos.

Este impulso cesd durante la segunda mitad del siglo XVI una vez publicadas, y en su caso
traducidas, como gueda dicho, la mayor parte de las obras de primer y aln de segundo orden
conservadas.

Después de los humanistas entraron en liza los fil6logos: habia que comparar los diversos
manuscritos conservados, determinar |o que perteneciaal texto clésico delos afiadidos—y errores—
de copistas y comentaristas. Cuando declinaba el humanismo emergieron con fuerzalosfil6logos
para depurar |o recuperado. Aunque sus inicios fueron también italianos fue en Francia durante el
siglo XVI donde lafilologia brillé con mayor esplendor.

Digamos que Espafia quedd a medio camino entre Italiay Francia: los helenistas de la época
fueron esenciamente un tipo de humanistas —con formacién italiana la mayoria— algo més
sofisticados, filolgicamente hablando, que los italianos, pero sin acanzar a los franceses. Los
mas destacados fueron: Fernan NUfiez de Guzman, padre e introductor de los estudios griegos en
Espafia —se le llamé el Comendador Griego—, Pedro Nufiez de Vaencia, Juan Péez de Castro
—capellan de Felipe Il que, como veremos maés adelante, compuso hacia 1560 (poco después de
acceder aquel al trono) un Memorial para €l rey sobre la utilidad de fundar una gran biblioteca—,
Antonio Agustin (Arzobispo de Tarragona), también €l Cardenal Cisneros, J. Ginés de Sepulveda,
Francisco de Mendoza (Cardenal de Burgos) y, sobre todo, Diego Hurtado de Mendoza, del que
habra tiempo de hablar mas adelante.

2. Lafundacion de la Biblioteca del Monasterio de El Escorial

Hacia 1560, poco después de acceder Felipell a trono, compuso Juan Paez de Castro un memorial
parael rey sobrelafundacion de unagran biblioteca. Paez propuso para su sede Valladolid: lugar
favorito del rey que contaba, ademas, con una gran Universidad. La Biblioteca debia albergarse
en un edificio apropiado para evitar incendiosy con luz entrando a raudales en la sala de lectura;
proponiafina mente lamanera de adquirir manuscritos griegos: habia que adquirir las colecciones
gue ya habian formado, entre otros, Hurtado de Mendoza, el Cardenal de Burgos, Zurita, Antonio
Agustin o € propio Paez de Castro; indicaba también las ciudades italianas de Roma, Florenciay
Veneciay los conventos de Siciliay Calabria como sitios adecuados donde buscar codices.
Antes de fundar la biblioteca todavia consult6 el rey al historiador cordobés Ambrosio de
Morales. El informe de Morales, compuesto hacia 1565 y 1566 recomienda la seleccion de
originales como método para hacer valiosa a una biblioteca, y pone como gemplo las del rey
Francisco | de Francia —Fontainebleau—, la Vaticana, las de Veneciay Florencia—las cuatro que
se han comentado en el punto anterior—. No deja de ser curioso el lengugje cinegético que usa
Morales: “darse han los avisos que conviene usar en esta caza para volver con mucha presa de
ella’ [Graux, 1982: p. 54]. Y, de hecho, los embajadores en Roma, Parisy Venecia, los Virreyes
de Ngpolesy Sicilia, incluso D. Juan de Austria en sus campafias de Oriente y el Duque de Alba
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en las de Flandes, o €l erudito Arias Montano, acabaron a partir de 1567 cazando libros parala
Bibliotecadd rey [Revilla, 1936: XII1].

Como se ve, Felipe Il no llegb a seguir los consegjos que se e dieron parala fundacion de su
gran biblioteca. En primer lugar, no eligié Valladolid ni ningunaotragran ciudad: por el contrario,
la ubico en el magno Monasterio que mando construir en El Escorial; tampoco las medidas de
seguridad pudieron evitar € gran incendio que asol6 la Biblioteca en 1671.

Laformacién del fondo griego de laBibliotecallevé 21 afios, los mismos que la ereccion del
M onasterio: comenzd tres afios después de que se pusieralaprimerapiedra en la construccion del
Monasterio —€l 23 de abril de 1563—y acabd —salvo pequefias aportaciones posteriores— también
tres afios después de puesta la Ultima piedra—€l 13 de septiembre de 1584— aunque las tareas de
acomodamiento y ornamentacion duraron alin algo més—. Haciafinales del siglo XV1 habiaen la
Biblioteca uno 1150 manuscritos griegos. quiza mayor nimero de manuscritos griegos que en
cualquiera de |as otras bibliotecas renacentistas que mencionamos antes [Revilla, 1936: XVII].

Felipell reservo un sitio principal paralainstalacién de laBiblioteca: se ubicaen unaenorme
sala sobre la entrada principal del Monasterio, formando uno de sus lados exteriores parte del
monumental frontispicio de lafachada. El propio Juan de Herrera disefi6 las magnificas librerias,
y los frescos del techo los realizo el italiano Pellegrino Tibaldi. Como una declaracién de
intenciones, de la decoracién de la boveda se puede inferir la importancia que las matemaéticas
ocupan en los fondos de la Biblioteca; y es que, aparte de las grandes figuras del techo
representando alaAritmética, laMUsica, |laGeometriay la Astrologia, comparecen en las paredes
como protagonistas de la Historia, Pitégoras, Arquimedes, Ptolomeo, Sacrobosco o
Regiomontano, mientras que en los pafios inferiores se representan diversas escenas donde son
frecuentes |os &bacos, las reglas, los compases y 10s grupos de fil 6sof os trabajando con nimeros
y figuras sobre la arena: & mismo Arquimedes es representado en la tipica iconografia de su
muerte a manos de un soldado romano mientras culminaba a guna profunda demostracion.

Desde los comienzos de la Biblioteca de El Escorial muchos entendieron que lo retirado del
Monasterio hacia una mala ubicacion para una Biblioteca: “una tumba para los libros’, en
expresion de Graux. Conviene reproducir aqui |os extractos de unas cartas de eruditos de laépoca
sobre este particular; sobre la posibilidad de que los libros de uno de ellos llegaran a El Escorial
le recomienda el otro: “no quieraV.S. meter en tan gran piélago sus libros, que no se echaran de
ver y se perderan con los demés, quiza antes que sean gozados;” aungue aquel ya era consciente
delasituacion

con recoger ali tan buenos libros y no comunicarlos se hace més dafio que provecho. Dan
esperanza de hacer venir unimpresor y publicar sus tesoros; me temo que sera esto tarde para
los vigjos [Graux, 1982; 71].

A partir de 1565, Felipe Il hizo enviar a El Escoria una parte importante de su Biblioteca: €l
primer manuscrito griego en llegar es también el mas antiguo de cuantos se conservan hoy, un
Evangelio del sigo 1X. A loslibrosdel rey sefueron pronto uniendo los de bibliotecas particul ares.
Asi llegd la coleccién de Gonzalo Pérez —cuya adquisicion ya propuso Morales en su informe-.
Hacia septiembre de 1571 el rey pag6 a Antonio Pérez —que después tantos quebraderos de cabeza
crearaal rey—, hijo de Gonzalo, unos 2.500 ducados mas un beneficio en Italia que rentaba otros
3.000 ducados. Luego € rey pensd en adquirir las colecciones de Francisco de Mendoza y
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Bobadilla—el Cardena de Burgos—y Jerénimo Zurita, pero por diversas razones las negociaciones
no cuajaron. Los manuscritos del Cardenal de Burgos se conservan en su mayor parte en la
Biblioteca Nacional. Los de Jer6nimo de Zurita, tasados en 35.000 ducados permanecieron en el
convento Aula Dei de Zaragoza; la mayoria de la docena del cédices griegos asignados hoy ala
biblioteca de Zurita acabaron, finalmente, en la biblioteca de El Escorial, donde llegaron hacia
mediados ddl siglo XVII.

Labiblioteca que si se incorpordé fue lade Paez de Castro (c. 1515-1570). Paez de Castro fue
un gran humanista—estudio en Alcala de Henaresy, posteriormente, en Salamancay Bolonia—al
que frecuentemente el rey pedia consgjo para asuntos de ciencias o letras —ya se ha comentado
antes € Memorial sobre la utilidad de juntar una buena biblioteca— Tomaé parte como capellan
del rey en el Concilio de Trento, donde lleg6 en 1545. En Trento se reunieron muchos humanistas
gue para pasar los meses tediosos del concilio portaron sus bibliotecas particulares. entre ellos
Diego Hurtado de Mendoza, que traslado la suya desde Venecia cuando se incorpor6d a Concilio
como representante de Carlos V. En Trento se origind lo que Graux dio en llamar una“ academia
aristotélica’, en referencia a la aficion por Aristételes y a gusto por la filosofia escolastica de
buena parte de los Padres de |a I glesia reunidos en aquella pequefia ciudad.

Péez de Castro fue recomendado a Hurtado de Mendoza por Gonzalo Pérez, |o quele permitio
usar y copiar los manuscritos de Mendoza. En general, los cédices eran usados en Trento con
ciertapromiscuidad, y se solian prestar para ser copiadosy enriquecer las respectivas bibliotecas:
esto atragjo un cierto nimero de copistas griegos a Trento durante los tiempos del Concilio. No
fueron pocos los eruditos que formaron sus bibliotecas en este ambiente: entre ellos, el aqui
tratado Paez de Castro y |os hermanos Covarrubias, que apareceran més adelante en relacién con
los manuscritos griegos de Arquimedes en El Escorial.

Péez de Castro es un buen jemplo de lo que se escribi6 en el punto anterior sobrelos distintos
tipos de helenistas del Renacimiento. El prototipo intermedio del erudito espariol entre humanista
y filélogo lo ilustra bien Paez de Castro: durante el Concilio, se dedic6 a corregir la edicién
impresa por Aldo Manucio de Aristételes, cotejandola con los textos de os manuscritos griegos
de Mendoza. Segun Graux, Paez habia concebido una gran obra sobre Aristoteles y Platdn, una
gran sintesis de la filosofia griega—alos manuscritos de Mendoza usados en Trento le afiadi6 1os
del Cardena de Burgos que estaban a su disposicién en Espafia, pero a pesar de las numerosas
notas en los margenes de los manuscritos —que todavia se pueden |eer pues estos se conservan en
la Biblioteca Nacional—, no llegd nunca a componerla. Paez de Castro consiguié una serie
compl eta de ediciones de Manucio, € granimpresor de Venecia; Aldo Manucio llev6 acabo entre
finalesdd siglo XV y principios del XV un ambicioso proyecto que incluyd laedicion en griego
—a tan ilustres autores hay que leerlos sin intermediarios, afirmaba— de Aristételes, Platon,
Sofocles, etc. Como impresor, Manucio fue el responsable de la primera gran revolucion de la
imprentatras su invencién: encargd a bolofiés Francesco Griffo nuevos tipos de letras para hacer
un uso mejor del espacio delapéging; asi nacieron laitalicay laromanacon mayUsculasmasbajas
que las minuisculas —como escribe Alberto Manguel citando a Francis Meynell: “los caracteres
itdlicos hacen que el ojo del lector vaya més despacio aumentando la capacidad para captar la
belleza del texto” [Manguel, 1998: 166]—.

Aparte de filosofia, Paez también estuvo muy interesado en historia de las matematicas,
medicinagriegay estudios juridicos.
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3. El fondo Hurtado de Mendoza

Seguin Graux lallegadaen 1576 del fondo Hurtado de Mendoza a El Escorial es el acontecimiento
més importante en la historia de la Biblioteca—aparte del terrible incendio de 1671—.

Ingresaen laBibliotecade El Escorial € fondo de Hurtado de Mendozael 15 dejunio de 1576
—Mendoza murié en 1575 tras donarla este a Felipe 1, que pagb a cambio las deudas que
gravaban la testamentaria de Mendoza. Desde 1572 €l rey ya la consideraba suya, con € visto
bueno de Mendoza, que paso | os Ultimos afios de su vida reuniendo | os fondos que tenia prestados;
asi se lee en una carta de Mendoza fechada en Granada a finales de 1573:

Y o0 ando juntando mislibros|...] porque su Majestad se queriaservir de ellosy mandarlos ver
para ponerlos en El Escorial, y paréceme que tiene razon, porque aquélla es la mas suntuosa
fabrica antigua ni moderna que yo he visto, y no me parece que le falta otra parte, sino poner
en ellala mas suntuosa libreria del mundo, la cua puede hacer lo uno, juntando librerias, y
lo otro, buscando libros. [Graux, 1982: 204].

Entre los manuscritos que Mendoza tenia prestados estaba un magnifico gemplar con obras de
Ptolomeo —€l Almagesto, € Tetrabiblon, la Geografia—, prestado a Pedro Ponce de Leon,
Inquisidor General, con fama de amante de los libros genos. € manuscrito fue finalmente
devuelto y se puede todavia hoy disfrutar en la Biblioteca del Monasterio. Setrata del manuscrito
Q-I-1 que aparte de las obras de Ptolomeo antes citadas, contiene también fragmentos de otros
autores, entre ellos de la arquimediana Sobre la medida del circulo; como veremos mas adelante
es razonable pensar que este fragmento de Arquimedes fuera copiado del codice Valla. El codice
Valaes el manuscrito méas importante en relacion con la obra de Arquimedes: fue, junto con sus
copias, launicafuente griega de | os textos arquimedianos, hasta que Heiberg descubrieraen 1906
el manuscrito de Constantinopla con la copia de EI Método.

Diego Hurtado de Mendozafue nieto del Marqués de Santillana—quinto hijo del segundo hijo
del Marqués-y una de las figuras claves de la diplomacia de Carlos I. Se educo en Granada,
Salamancae Italia, y tuvo como preceptor a Pedro Mértir de Angleria—que también lo fue de otro
gran bibliéfilo espafiol: Hernando Colén, € hijo ilegitimo de Critébal Colon y Beatriz Henriquez
gue fundd y formd la gran biblioteca Colombina que todavia se conserva hoy en la Catedral de
Sevilla—. Desde € afio 1527 —contando 23 afios— ya pudo ser enviado por Carlos V como
embajador a Venecia. Salvo esporéadicas ausencias —una mision diplomética en Inglaterra hacia
1537- estuvo en Venecia hasta 1547, cuando fue nombrado embajador en Romay gobernador y
capitan general de Siena'y demés plazas de la Toscana. Particip6 en distintas fases del Concilio
de Trento como representante del Emperador. Péez de Castro en carta a Jerénimo Zurita escribe
hacia mediados de 1545:

Tienen todos por creido que [Hurtado de Mendoza] medrard mucho, concluido este Concilio,
y que su Majestad le hard obispo, y que su Santidad cardenal; plega a Dios que sea asi, que
en él estaratodo bien empleado [Graux, 1982: 205]—.

Alli en Trento llev6 atérmino, ayudado por Paez de Castro, unatraduccién castellana anotada de
la Mecanica de Aristételes de la que todavia se conservan en El Escoria dos copias manuscritas
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por uno de sus secretarios con correcciones del propio Mendoza. Sobre esta colaboraci én leemos
en una carta de P&ez fechada en agosto de 1545 en Trento:

Ahora entendemos en la Mecanica de Aristételes, demostrando grandes cosas, porque €l
[Hurtado de Mendozd] la tiene trasladada en romance, y le ha hecho glosa; creo que le
ayudaré en parte [Graux, 1982: 205]—.

Hacia 1568, cuando yallevaba cercade unadécadade vueltaen laCorte, fue desterrado a Granada
donde particip6 en la Guerra de las Alpujarras contra los moriscos —escribié una cronicacriticay
no exenta de simpatia hacialos moriscostitulada De la Guerra de Granada, donde més que como
guerradereligion le dio un tratamiento de guerracivil: “ guerra de espafiol es contra espafioles’ la
titul6—. Sele permitio volver ala capital en 1574, aunque no el acceso a palacio. Diego Hurtado
de Mendoza muri6 en Madrid en 1575. A este palitico, erudito y humanista de enorme estaturay
mirada torva que, segiin Paéz de Castro, siempre tuvo en los labios la palabra “ estudiemos’, hay
guien le ha atribuido, con mas yerro que acierto, laredaccion de El lazarillo de Tormes.

Diego Hurtado de Mendoza adquiri6 el grueso de su biblioteca de manuscritos en Venecia
entre 1538 y 1548. Las colecciones de manuscritos griegos acumuladas en e Renacimiento
contenian los manuscritos Ilamados originales, que eran manuscritos escritos en Bizancio para
bizantinos —por tanto susceptibles de tener cierta antigliedad— y que habitualmente llegaban a
Europa Occidental a través de Venecia, y otros copiados por bizantinos para europeos
occidentales, siendo 1o mas comun los copistas griegos desplazados a occidente. Se sabe que
Mendoza compro de los manuscritos originales: envié de hecho a comprar manuscritos a un tal
Nicolas Sofiano, griego de Corfl que vivia en Venecia, a monasterios de Turquia y Grecia, €
monte Athos incluido. Mendoza, segiin cuenta cierta tradicion, recibié también 31 o 32 cédices
de Soliman |1 —el gran Turco— en recompensa por haber liberado Mendoza —previo pago de una
fuerte recompensa—a hijo de Soliman Il (sobre a quién liberd hay diversas versiones: otras dicen
gue fue un cautivo sin asignar parentesco con € gran Turco); hoy s6lo se conserva uno de estos
codices atribuible con seguridad alaremesa del Gran Turco: e Q-1-13 —contiene un fragmento
del Antiguo Testamento—. Mendoza también copié muchos cédices de otros ya existentes en
Venecia; en particular mand6 copiar bastantes de |a Biblioteca Marciana de Venecia: a pesar de
cierta mala fama, consta que todos fueron religiosamente devueltos [Graux, 1982: 197]. Hay
constancia de que entre 1545 y 1546 —29 de marzo de 1545 al 18 de marzo de 1546, para ser mas
exactos—pididy devolvié —del 23 de diciembre de 1545 al 20 de diciembre de 1546— unos ochenta
manuscritos, aunque ya antes habia obtenido otros préstamos que no constan por ser €l registro de
préstamos mas antiguo que se conservaen laBibliotecael correspondiente alos afios 1545 a1548.
Durante estos afios venecianos, cuando Mendoza acumul6 el grueso de su biblioteca, tuvo de
bibliotecario a flamenco Arnoldo Arlenius, un gran erudito responsable, entre otras cosas, de la
edicién principe de las obras de Josefo publicadas en Basilea en 1544 —l mismo afio y lugar en
gue aparecieron las de Arquimedes—, y a que hay que adjudicar parte de la grandeza de la
biblioteca de manuscritos griegos acumulada por Hurtado de Mendoza.

Diego Hurtado de Mendoza llegé a poseer 350 manuscritos griegos, de los cuales 256
acabaron en la Biblioteca del monasterio de El Escorial. Hoy se conservan 136; € resto, 120,
fueron destruidos por el fuego cuando el gran incendio que asol6 la biblioteca en 1671 (ardieron
unos 650 manuscritos griegos. algo mas de la mitad de todos |os que se conservaban).

11



Antonio Durén Guardefio

4. Los manuscritos griegos de Arquimedes

La recuperacion de las matematicas de Arquimedes desde sus fuentes griegas ha sido un proceso
marcado por €l azar y los vaivenes de la historia que cabe calificar de milagroso. Las obras de
Arquimedes que desde la Edad M edia conocemos directamente de fuentes griegas son:

Sobrela esferay el cilindro (dos libros),
Sobre la medida del circulo,

Sobre conoides y esferoides,

Sobre las espirales,

Sobre el equilibrio de los planos (dos libros),
El arenario,

Sobre la cuadratura de la parabola.

N o g bk~ wDdpRE

A estas hay que afadir EI Método, descubierto en el célebre manuscrito bizantino de Heiberg
en 1906, que también contiene una parte considerable de Sobre los cuer pos flotantes, conocida
con anterioridad a partir de una traduccion latina de Guillermo de Moerbecke, y el prefacio y
dos proposiciones cortas del Stomachion. La obra arquimediana conocida se compl eta con otros
dostratados menores que, en cualquier caso, son dudosamente atribuiblestal y como se conocen
aArquimedes: El libro de los lemas, conocido através de unatraduccion arabe, y el Problema
de los bueyes.

Si dejamos aparte el manuscrito de Heiberg descubierto en 1906 —hace apenas un siglo—, las
siete obras antes mencionadas fueron todas €ellas recuperadas a partir de un Unico manuscrito, €l
codice Valla, y las copias de este. Aparte de este codice Valla, sblo tenemos referencias de otro
manuscrito griego con obras de Arquimedes: un compendio de trabajos sobre mecanicay optica
proveniente del periodo bizantino y disponible en la Edad Media; estuvo también adisposicion de
Guillermo de M oerbecke para su traduccion latina; de él tradujo Sobre los cuer pos flotantes, antes
mencionado, aunque también contenia Sobre € equilibrio de los planos, Sobre las espirales y
Sobre la medida del circulo. Este manuscrito desaparecié sin degjar rastro ni, o que es peor,
descendencia en forma de copias; solo nos queda una vaga referencia sobre él que se remonta al
siglo XIV: aparecen sus rastros en catdogos de la biblioteca papal entre 1295 y 1311
[Clagett, 1959: 420].

Es muy posible que estos tres manuscritos griegos con las obras de Arquimedes deban su
existencia alaescuela que se formo en Constantinopla en € primer tercio del siglo V1 y delaque
fueron representantes principales Isidoro de Mileto —probable autor del apdcrifo libro XV de Los
Elementos de Euclides-y Antemio de Tralles. Ambos fueron arquitectos de Santa Sofia, que por
entonces se levantaba por orden del emperador Justiniano; Isidoro de Mileto fue también uno de
los tltimos directores de la Academiade Platdn, que Justiniano clausuré por esa época, acusada de
impartir ensefianzas paganas. Si bien esta escuela de Constantinopla no produjo mateméticas de
relevancia, debemos asu interés por las fuentes cl&sicaslaconservacion delaobras de Arquimedes
y Apolonio. No es pues de extraiar que el cddice de Heiberg se descubriera en 1906 en lalglesia
del Santo Sepulcro en Constantinopla, o que €l cadice Vallainicie su existenciaen Constantinopla
hacia€l siglo IX y que algo parecido también pudiera ocurrir con el tercero de los manuscritos.
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Aqui nos vamos a centrar en el codice Valla. Como a continuacién se va a relatar, no tuvo
precisamente una vida sosegada: fue literalmente una frégil hoja zarandeadapor el huracan delos
tiempos. Por fortuna, en su agitada vida el cédice Valla engendr6 un tropel de hijos de vida mas
serena a partir de los cuales fue posible conocer, de fuentes griegas, |os trabajos de Arquimedes.

4.1. El codice Vala

Como acaba de referirse, hasta 1906 en que Heiberg descubrié su célebre manuscrito de
Constantinopla, € cédice Vallahasido, con sus copias, la Unicafuente para el texto griego de las
obras de Arquimedes. Su apasionante historia es la siguiente.

En el sigloIX, el codice Valaya estabaen poder de Ledn de Tesalénica, a quien se debe una
cierta recuperacion de la ciencia bizantina 'y una enciclopedia médica. Ademas del codice Valla
con la obras de Arquimedes, a interés de Ledn por las matematicas se debe también la
recuperacion a partir de fuentes griegas de los cuatro primeros libros de las cénicas de Apolonio
—oslibrosdel V a VIl sdlo se conservan através de traducciones arabes, mientrasque el VIII se
da por perdido—.

No hay que confundir a este Ledn de Tesal6nica con Ledn VI, emperador de Constantinopla
gue nacid hacia 866 casi coincidiendo con lamuerte de Ledn de Tesaldnica; Ledn VI, [lamado €l
Sabio o @ Filosofo, fue un erudito mas que un soldado: completé Las Basilicas, los codigos
legidativos del Imperio Bizantino iniciados por su padre Basilio I; ademas escribidé poemas
litargicos, oraciones o poesiasecular, y perdio, entre otrosterritorios, Siciliaamanosdelos arabes
en 902. Precisamente hay que trasladarse alli, a Sicilia, para seguir la pista del codice Valla.

Sabemos que el cdodice Valla pasd en € siglo XI1 alacorte normanda de Palermo y de dli a
la Casa de Hohenstaufen —cuyo mas célebre representante fue Federico | Barbarroja: €l jefe de
Baudolino, € ultimo personaje de Umberto Eco—. La Casa de Hohenstaufen desaparece del sur de
Italia a mediados del siglo XIlI; concretamente entre 1266 y 1268 cuando Carlos | de Anjou
derrota y mata a Benevento Manfredo en Benevento en 1266 y, después, en la batalla de
Tagliacozzo en 1268 mata a joven Conradino —16 afios— Ultimo de los Hohenstaufen.

Carlos | de Anjou fue, como su hermano € rey San Luis (Luis|X de Francia), hijo de Blanca
de Castilla —nieto, por tanto, de Alfonso VIII, el vencedor de las Navas de Tolosa—; no logro
mantener Sicilia, que pronto pasd a manos de los aragoneses, tras expulsar Pedro |11 de Aragon
en 1282 alosfranceses. Carlos de Anjou si mantuvo €l reino de Napoles, pero regal 6 labiblioteca
de Benevento Manfredo, donde estaba el cddice Valla con la obras de Arquimedes y también €l
manuscrito con obras sobre mecanica y oOptica a que nos referimos arriba, a los papas —no
olvidemos que hubo cuatro papas franceses que ayudaron alos anhel os imperialistas de Carlos de
Anjou: Urbano IV, Clemente |V, que lo corond rey de Sicilia, Inocencio V y Martin IV—.

Después de 1368, esto es, en pleno Cisma de Occidente, € cdodice Vala pasd a manos
privadas. En 1491 ya estaba en manos de Giorgio Valla que tradujo algunos fragmentos del
manuscrito —se publicarian de manera pdstuma en Veneciaen 1501 con € titulo de De expetendis
et fugiendis rebus—; Valamurié en 1500.

A lamuerte de Valla, que da nombre al manuscrito, este pasd a lafamilia de los Pios de la
ciudad italiana de Carpi: primero fue comprado por 800 piezas de oro por Alberto Pio, principe
de Carpi, pasando en 1530 a su nieto el cardenal Rodolfo Pio, que alin lo conservaba en 1544.
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En 1564 muere Rodolfo Pio y en el catdlogo de su biblioteca no aparece referencia alguna a
ningun manuscrito con obras de Arquimedes; asi pues, en algin momento entre 1544 y 1564, €l
codice Valla desapareci6 sin que nunca mas se haya sabido de €.

4.2. Ladescendenciadel codice Valla

Afortunadamente para € conocimiento de la obra de Arquimedes, el codice Valla dejé una
numerosa descendencia antes de desaparecer. Conviene recogerla aqui, aunque parcia y
sumariamente, para poder después dar noticia de la genealogia de los codices griegos de El
Escorial.

El cddice Moerbecke (latino)

Hacia 1269 Guillermo de Moerbecke tradujo gran parte del codice Valaal latin en la corte papal
de Viterbo. M oerbecke se ayudd, como se comentd antes, de otro manuscrito griego con obras de
Arquimedes que habia en la biblioteca de los papas. De ese manuscrito tradujo otras obras de
Arquimedes que no estaban en el codice Valla: en concreto, los dos libros de Sobre los cuerpos
flotantes. M oerbecke fue un dominico procedente de Flandes, confesor de seis papas, que llegd a
obispo de Corinto en 1278, donde permanecié hasta su muerte ocurrida hacia 1297; reviso y
tradujo, ainstancias de Tomés de Aquino, cas toda la obra de Aristoteles. Moerbecke no era un
experto matematico, por o que su traduccién de Arquimedes fue muy literal, 1o que, no obstante,
ha ayudado bastante a efectos de cotejar € codice Valla con otras copias griegas. El manuscrito
con la traduccién, escrito por la propia mano de Moerbecke, acab6 en 1740 en la biblioteca
vaticana, donde fue encontrado en 1884 y donde se conserva hoy: es €l cédice Ottobonianus L at.
1850. En € cddice se pueden apreciar también las correcciones de Andreas Conerus hechas en
Romahacia 1508. Todavia se conservan otras dos copias parciaes delatraduccion de M oerbecke;
unade ellas es e manuscrito BN-9119 de la Biblioteca Naciona en Madrid que contiene Sobrela
medida del circulo, Sobre el equilibrio de los planos, Sobre la cuadratura de la parébola y Sobre
los cuerpos flotantes.

Durante la Edad Media circul 6 con anterioridad alatraduccion de M oerbecke alguna que otra
obra de Arguimedes traducida al latin —en cualquier caso de fuentes &rabes-. Es el caso de Sobre
la medida del circulo que fue traducida del arabe en el siglo XII, primero por Platén de Tivoli —
muy probable, aunque no seguro— y después de forma mucho més precisa por Gerardo de
Cremona; se conservan copias medievales de ambas traducciones.

El cédice Marcianus 305

Esla copia mas antigua conservada del manuscrito de Valla. La copiase hizo entre |os afios 1449
y 1472. Perteneci6 a cardenal Bessarion, con cuyos fondos se fundé la Biblioteca Marciana de
Venecia, donde esta copia se conserva hoy en dia.

El codice Laurentiano 28 (4)

Es cronol 6gicamente la segunda copia del codice Vallatodavia conservada: fue con toda certeza
copiada en 1491 por orden del poeta, filésofo y fil6logo Angelo Poliziano para Lorenzo de
Medici. Poliziano, traductor a latin delalliada, habiavigjado aBolonia, Ferrara, Paduay Venecia
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en 1491 para copiar manuscritos que enriquecieran la biblioteca Laurentiana y, segin se
desprende del contenido de una carta a Medici, pudo costarle trabajo obtener el permiso para
copiar el codice de Arquimedes debido al celo con que Vallaguardaba sus manuscritos. Del cotejo
de las copias conservadas del cddice Vallay de la traduccién publicada por este Ultimo, cabe
inferir que este codice Laurentiano es la copia mas fiel a manuscrito original. Se conservaen la
Biblioteca Laurentiana de Florencia.

Los codices de Paris 2360 y 2361

Fueron copiados, € primero después de que € manuscrito pasara a poder de Alberto Pio y antes
de la muerte de este (1531) —se describe explicitamente en esta copia que fue transcrita de un
manuscrito que habia pertenecido a Valla, pero que ahora, en el momento de ser copiado, erade
Alberto Pio—. El segundo en 1544 por Christopherus Auverus para George d’ Armagnac, Obispo
de Rodez, que estaba en unamisién parad rey de Francia Francisco | —segln consta en una nota
escrita en e mismo manuscrito—; en una carta de un tal Guilelmus Philander a Francisco |,
publicada en una edicion de Vitrubio de 1552 encontramos maés referencias de este manuscrito:
ali se menciona que le fue permitido, por gracia de Rodolfo Pio a instancias de George
d’Armagnac, ver y hacer extractos de una copia de Arquimedes para la gran biblioteca que
Francisco | proyectaba en Fontainebleau. Estos dos manuscritos pasaron posteriormente de
Fontainebleau ala Bibliothéque Nationale de Francia en Paris donde todavia hoy se conservan.

El codice Pio Il 16

Secopid en el siglo XV1 y perteneci6 alabibliotecadel gran humanista Enea Silvio Piccolomini
—que fue papa con €l nombre de Pio |l—, de donde pasd a la Biblioteca Vaticana —en € siglo
XVIl1-, donde todaviase conserva. Curiosamente la edicion principe de las obras de Arquimedes
que publicd Venatorius en Basilea en 1544 no se hizo a partir de ninguno de estos manuscritos.
Lahistoriaeslasiguiente.

A instancias del papa Nicolés V, Jacobo de Cremona hizo, hacia 1450, otra traduccion latina
delas obrasde Arquimedes. Es muy posible que estatraduccién se hicieradel manuscrito de Valla
—con la ayuda también de la traduccion de Moerbecke—: Nicolés V tuvo pues acceso al codice,
aunque parece que nuncale pertenecié. Hacia 1468 Regiomontano hizo unacopiade latraduccion
de Cremona que revisd é mismo con la ayuda del cddice Marcianus 350 y, probablemente
también, de latraduccion de Moerbecke. A partir de este manuscrito, que se conservatodaviaen
Nuremberg, se hizo la versién latina de la edicién principe de Basilea. Es muy posible que €l
magnifico manuscrito latino f-111-9 de El Escorial sea copia, 0 copia de copia de esta traduccion
de Regiomontano.

Laversion griegadelaedicion principe se hizo apartir de unaprobable copiadel codice Valla
hechaen el siglo XV1 y llevada de Roma a Nuremberg, donde todavia se conserva, por Wilibald
Pirckheymer. Posiblemente se realiz6, ademasde con €l Valla, cotejando con algunos otros—entre
ellos, e codice Laurentiano 28 (4) y latraduccion de Cremona-—.

Es muy posible que este mismo manuscrito griego fuera también usado por Tartaglia parasu
traduccion latina de las obras de Arquimedes publicada en Venecia en 1543. Probablemente
Tartagliatambién usara el manuscrito de Valla. En cualquier caso plagio, paralos tratados Sobre
la cuadratura de la parabola y Sobre la medida del circulo, latraduccion latina de M oerbecke —
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con las correcciones de Conerus— publicadapor Lucas Gauricus en Veneciaen 1503y, para Sobre
los cuerpos flotantes, otra vez la traduccion de Moerbecke, de una copia que Tartaglia tuvo del
manuscrito de Madrid BN-9119. Las palabras de Tartagliaen el prélogo, sobre las dificultades de
la traduccién que habia abordado, sdlo superadas por su increible deseo de llevar a cabo tal
trabajo, se han convertido ya en un clésico del descaro.

Quizalamejor de las traducciones a latin de Arquimedes publicadas en €l siglo XVI seala
de Federico Commandino, publicada en Venecia en 1558: mas original y matematicamente
interesante que la de Moerbecke [Clagett, 1959:; 429].

5. Los manuscritos griegos de Arquimedes
en laBiblioteca del Monasterio de El Escorial

Cinco son los manuscritos griegos del Monasterio de El Escorial que contienen obras de
Arquimedes. Tres de €ellos contienen |as siete obras mencionadas a inicio del punto anterior: e
R-1-7, € T-1-6 y e X-1-14; mientras que otros dos contienen solo algunas obras, e T-I-5, o
fragmentosde obras, €l Q2 -1-1. De estos cinco manuscritos, tres pertenecen a fondo de don Diego
Hurtado de Mendoza —X-I-14, T-I-5y Q -1-1—, mientras que el R-1-7 pudo pertenecer a Antonio
de Covarrubiasy €l T-1-6 a Silvestre Marolo. Empezaremos analizando estos dos ultimos.

5.1. El manuscrito R-1-7

Por las caracteristicas de su encuadernacién, Graux atribuye la pertenencia de este manuscrito en
papel del siglo XVI, con unas dimensiones de 303X210 mm., a Antonio de Covarrubias [Graux,
1982: 354]. Dado que los Covarrubias no aparecieron en la breve resefia que sobre la Biblioteca
de El Escoria se hizo en el punto 2, conviene aqui recoger unas cuantas notas explicativas.
Debemos empezar por Diego de Covarrubiasy Leyva, hermano de Antonio de Covarrubias,
y persongje de relevancia historicaen el Renacimiento espafiol. Nacido en Toledo fue profesor de
canones en Salamancay luego arzobispo de Santo Domingo (1549) —-nombrado por CarlosV—, y
obispo de Ciudad Rodrigo (1559) y Segovia (1565). Fue nombrado presidente del Consgjo de
Castillaen 1572 y del Consgjo de Estado en 1574; murié en 1577. Fue sobre todo un gran jurista
—experto en derecho romano y problemas relacionados con |os derechos temporales de |os papas
y lajurisdiccion efectiva del Emperador—: participd en el Concilio de Trento y redacté —unto con
Hugo de Buocompagni (después Gregorio XII1)—los decretos de reforma. Precisamente durante
su estancia en el Concilio de Trento —a partir de 1563— hizo, como Juan Paez de Castro, una
biblioteca de manuscritos griegos. Su biblioteca fue cedida a colegio Oviedo en Salamanca. Su
hermano Antonio de Covarrubias envié, a peticion del secretario real, una lista con los codices
griegos paraincorporar alaBibliotecade El Escorial 10s que se considerara oportuno; finalmente
no se retuvo ninguno porgue todas las obras contenidas en los manuscritos de Diego de
Covarrubias estaban ya en el Monasterio. Parece que la coleccion pasd posteriormente a manos
reales y se conservé en € Palacio Real de Madrid hasta que en 1954 fue trasladada a la
Universidad de Salamanca. A caba de aparecer Antonio de Covarrubias—1524-1602—, hermano de
Diego y persongje de bastante menos relevancia histérica. Seglin Gregorio de Andrés (cfr.
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[Graux, 1982: 360]), poco se sabe de su biografia: se dedico al derecho civil en Salamanca, fue
miembro del Consgjo de Castillay Gobernador de Valladolid; al final de su vida se qued6 sordo
y Felipe Il le confirié ladignidad de can6nigo maestrescuela en Toledo, donde seretiré y murio.
Hay unos 23 manuscritos griegos en El Escorial que, segin Graux, parecen proceder de la
biblioteca de Antonio de Covarrubias: entre ellos este R-1-7: “El ms. de Arquimedes R-1-7 esta
cubierto —para no resaltar, entre muchas otras, mas que esta sefial de parentesco— de una
encuadernacion especial, muy semejante a agquellas de R-1-20 y sobre todo de R-1-9. Tiene la
apariencia de proceder, como aquellos, de Antonio de Covarrubias’ [Graux, 1982: 354].
El manuscrito contiene las 7 obras de Arquimedes y |os comentarios de Eutocio:

Sobrela esferay € cilindro, libro | folios 1-31
Sobre laesferay € cilindro, libro I1: folios 31-42
Sobre la medida del circulo: folios 43-44
Sobre conoides y esferoides: folios 45-81
Sobrelas espirales: folios 82-104

Sobre el equilibrio delosplanos, librol:  folios 105-111
Sobre el equilibrio delos planos, libro 1l folios 111-118
El arenario: folios 118-126
Sobre la cuadratura de la parabola: folios 126-136

Siguen a continuacién los comentarios de Eutocio a Sobre la esfera y €l cilindro —folios 137 a
171—, Sobre la medida del circulo —folios 172 a 185—y Sobre €l equilibrio de los planos —folios
186 a 196-.

Heiberg asegura que este codice R-1-7 fue transcrito del codice vaticano Pio Il 16 —ver losdetalles
filolégicos en Heiberg, 1915: XXXVI—,

5.2. El manuscrito T-1-6

Pertenecio este manuscrito en papel del siglo XVI a fondo de Silvestre Maurolico, que fue
sobrino del matemético siciliano Francisco Maurolico. Francisco Maurolico, un benedictino
siciliano de origen griego, publico, aparte de varias traducciones importantes, unas Opusculas
Mathematica (Venecia 1575) de cierto interés, Maurolico fue uno de los mateméticos que primero
introdujo y usO con cierta precision la induccion matematica [Duran, 1996: 269]. Silvestre
Maurolico ofrecié a rey hacia 1582 las obras impresas de su tio. A partir de ahi recibi6 la
correspondiente encomienda del rey parabuscar librosy manuscritos. Después de un viaje de dos
anos por toda Europa fueron entregados en 1586 ala Biblioteca de El Escorial 186 volUmenes. A
estaentrega sele unieron otras en 1589 y 1596 [Revilla, 1936: XCIV]. Aunque en lacoleccion de
Silvestre Maurolico, segln escribiera €l doctor Bartolomé Valverde a Felipe I, apenas habia 9
cddices griegos con auténtico valor. Graux asigna el T-1-6 aeste fondo (cfr. [Graux, 1982: 286]).

El manuscrito, con unas dimensiones de 325X225 mm, contiene todas las obras de
Arquimedes y los comentarios de Eutocio en distribucion idéntica a anterior. Heiberg asegura,
por las mismas razones filolégicas del anterior, que este cédice T-1-6 fue también transcrito del
codice vaticano Pio Il 16.
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5.3. Los manuscritos con obras de Arguimedes del fondo Hurtado de Mendoza

En el esbozo biogréfico que hicimos arriba de Diego Hurtado de Mendoza se puede apreciar su
caracter erudito y humanista, que incluia necesariamente curiosidad einterés por las mateméticas.
Asi noslo pinta su protegido en Trento Juan Paez de Castro:

su erudicion esmuy variay estrafia; es gran aristotélico y matematico; latino y griego, que no
hay quien sele pare. Al fin, & es un hombre muy absoluto. Los libros que aqui ha traido son
muchos, y son en tres maneras: unos de mano, griegos, en gran copia; otrosimpresos, en todas
facultades; otros, de los luteranos [Graux, 1982: 205].

Diego Hurtado de Mendoza fue, también, protector y amigo de Tartaglia en Venecia: de hecho
Hurtado de Mendoza comparece como interlocutor en las Quesiti et inventioni diverse obra que
Tartaglia publico en 1546 en respuesta al Ars Magna de Cardano: las Quesiti estan compuestas
en forma de preguntas y respuestas —el estilo que después Galileo usd para componer sus méas
célebres obras—; uno de los interlocutores de estos didogos es, como se ha dicho, Hurtado de
Mendoza. No se olvide que Tartaglia también publicé unatraduccién de Arguimedes, gran parte
de lacual fue plagiada. Tres son los manuscritos del fondo Hurtado de Mendoza que conservan
obras de Arguimedes.

El manuscrito Q-1-1

Como contamos antes, este manuscrito en papel del siglo XVI lo tuvo prestado e Inquisidor
General, Pedro Ponce de Ledn, del que lo recuperé Hurtado de Mendoza a final de su vida
Esencialmente el manuscrito contiene obras de Ptolomeo: el Almagesto en X1 libros—folios 6 a
117; losfolios 4y 5 contienen un fragmento del primer libro del Almagesto sobre lainvencién del
seno en €l circulo—, laGeografia —folios 118 a 181—, el Tetrabiblon —folios 182 a 206—. Contiene
también fragmentos de otros autores, entre ellos de Sobre la medida del circulo de Arquimedes.
Seguin Heiberg, las obras de Ptolomeo fueron transcritas por Carpio en 1523 a partir de un cédice
de Alberto Pio que fuera antes de Giorgio Valla; es razonable, por tanto, pensar que € fragmento
de Arquimedes fuera copiado del codice Valla, con quien el copista debia estar familiarizado.

El manuscrito T-1-5

Este manuscrito en papel del siglo XVI, con unas dimensiones de 335X235 mm., contiene tres
codices—(a): abarcalosfolios 1 a67; (b): 67-161; (c): 162-246—delos cuales €l tercero contiene
tres obras de Arquimedes. La primera de estas obras es Sobre la esfera y el cilindro que abarca
delosfolios 162 a 206, —0 1 a 39, segln lanumeracion primitivade esta parte del codice—; sigue
La medida del circulo que abarca los folios 221 a 223 -54 a 56 del orden primitivo-y,
finalmente, Sobre conoidesy esferoides que vadel 223 a 245 -56 a 78—. En esta parte del codice
faltan todas lasfiguras, aungue se dejaron los correspondientes espaci os en blanco. Se desconoce
de donde pudo ser copiado. Uno de los otros codices contiene obras de Herén de Algjandriay
anotaciones de Arias Montano.
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El manuscrito X-1-14

A mi modo de ver este es el megjor de los manuscritos griegos de Arguimedes que se custodian en
laBibliotecadel Monasterio de El Escoria. Esun manuscrito en papel de mediadosdel siglo XV1
con dimensiones 333X230 mm. Tiene diversos adornosy filigranas muy sobrios —ancla, ballesta
o flechas cruzadas—, y también orlas, titulos, iniciales y capitales en tinta roja. Los dibujos que
acompafian al texto no son, sin embargo, demasiado buenos. Tiene un indice de mano de Nicolas
delaTorre con el nombre en griego de los autores contenidos en el cddice —Arquimedes, Eutocio
y Herdn—. Tiene laencuadernacion especial de los cddices de Hurtado de Mendoza, en cuero rojo
y negro con un medallon en ambas tapas —{Revillay Andrés, 1965: 259]—.

Contiene las siete obras de Arquimedes con los comentarios de Eutocio. La distribucion es
Como sigue:

Sobre la esferay €l cilindro, libro I: folios 2-48
Sobrela esferay €l cilindro, libro I1: folios 49-65
Sobre la medida del circulo: folios 66-68
Sobre conoides y esferoides: folios 69-123
Sobrelas espirales: folios 124-161

Sobre el equilibrio delos planos, librol:  folios 162-172
Sobre el equilibrio delos planos, libro 11 folios 172-183
El arenario: folios 184-195
Sobre la cuadratura de la parébola: folios 195-211

Siguen a continuacion los comentarios de Eutocio a Sobre la esfera 'y e cilindro —folios 212 a
280-, Sobrela medida del circulo —folios 281 a 288—y Sobre el equilibrio de los planos —folios
289 a 303—-. Completa el manuscrito el De mensuris de Herén —folios 304-314—.

Helberg asegura que este coédice X-I-14 fue transcrito del codice 305 de la Biblioteca
Marciana de Venecia—ver los detalles filol6gicos en Heiberg, 1915: XXX VI1I- Como se apuntd
antes, Hurtado de Mendoza mand6 copiar bastantes cddices de |a Biblioteca de San Marcos en
Venecia. El cddice 305 no consta en la lista de manuscritos prestados a Hurtado de Mendoza en
el periodo que vadel 29 de marzo de 1545 a 18 de marzo de 1546, del que hay registro. Es por
tanto probable que fuera copiado con anterioridad a 1545 —no se han conservado | os registros de
préstamos en la Biblioteca Marciana anteriores a 1545—. Tampoco estaidentificado el copista; se
sabe que es el mismo de otros manuscritos griegos de Hurtado de Mendoza conservados en El
Escorial —os X-I-7 X-I-8, para ser precisos-. Es probable que fuera alguno de los copistas
ocasional es que Hurtado de Mendoza utiliz6 aparte de |os mas habitual es, como Juan Mauromata,
Nicolas Gaitanus Marulus o Andrénico Nuncius.

Universidad de Sevilla
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Archimede eil problema complementare:
un ponte tra geometria e algebra

Silvio Maracchia

[l “problema complementare o ausiliario”, enunciato da Archimede nel corso della quarta
proposizione del secondo libro dellasua Sfera e Cilindro, edi cui promette la dimostrazione senza
che essa si trovi perd nell’ opera e in nessun’ altra parte, consiste nel determinare, assegnati due
segmenti AB ed AC eun’area S, un punto M tale cherisulti:

AM : AC = S: BM? *)

Possiamo immaginare, per nostra comodita e per |’ uso che verrafatto nel commento di Eutocio, i
punti disposti lungo unaretta:

Ae M C *B Figural
oppure nellaforma:
M
° 'Y
Figura2

C

Questo e uno dei problemi che, interpretati per viaalgebrica, conducono ad un’ equazione di terzo
grado alla stregua, ad esempio, del problema della trisezione dell’ angolo.

Se, infatti, si considera nella figura 1 un sistema di riferimento orientato, ad esempio, da A
verso B con originein A; indicate con O; x; c; b le ascisse rispettivamente dei punti A; M; C; B; s
ottiene:

X:c= S:(b—x)2

che e appunto un’equazione di terzo grado in x. Da cio la difficolta di stabilire una costruzione
geometrica capace di individuareil punto M cercato.

Il problema, infatti, non & risolubile, solamente con “riga e compasso” e cioé con la sola
possibilita di tracciare rette e circonferenze. Vedremo perd che la risoluzione sara accessibile
attraverso la possibilita di considerare “date” e dunque tracciabili, determinate coniche; per la
parabola, ad esempio, nel caso che siano assegnati vertice, asse e parametro oppure per |’ iperbole
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(equilatera, nel caso cheinteresseraanoi) nel caso che siano assegnati gli asintoti, il parametro o
un suo punto.
A questo punto dobbiamo rispondere alle seguenti domande:

(@ Comesi risolveil problema complementare per via geometrica?
(b) Quale pud esser stata la via che ha portato alla dimostrazione?
(c) Come nasceil problema?

(d) Quali sono stati gli sviluppi algebrici del problema?

Tenendo conto dell’opera di Archimede, del commento di Eutocio, che presenta anche una
dimostrazione forse dello stesso Archimede® e dello sviluppo algebrico, si dovrebbe seguire il
percorso (c); (b); (a); (d). Noi seguiremo per maggior chiarezza espositivail percorso (a); (b); (c);
(d).

(a) Soluzione geometrica della proporzione (*) oppure dell’ equival ente uguaglianza:

BM?- AM = S- AC. (**)

M

Figura3

1 Vi sono argomenti a favore dell’ attribuzione ad Archimede della dimostrazione riportata da Eutocio ed
argomenti a favore. Personalmente consideriamo piu forti i primi poiché alcune lungaggini usate nella
dimostrazione non usuali nello stile sintetico di Archimede si potrebbero spiegare con il desiderio di un
amanuense nel cercare di spiegare “meglio” acuni passaggi troppo rapidi alla stregua delle aggiunte di
Simplicio riguardo alle lunule di Ippocrate. Piu significativo appare invece il diaetto dorico, proprio di
Archimede, la dimostrazione promessa di Archimede cui abbiamo accennato e la difficolta della
dimostrazione che appare semplice solo a posteriori.
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A partire dalla figura 2, si costruiscano la parabola di vertice H, di asse HB e di parametro
p = S/AB el'iperbole equilatera passante per B e di asintoti CA e CH. Indichiamo con K il loro
punto d’incontro lacui proiezione M (vedremo che M saraproprioil punto richiesto) risulti interno
al segmento AB.

Per il fatto cheil punto K appartiene alla parabolasi ha (v. figura: 4):

2 S

KZ® = ;ZHZ 2 )
cioé
MB? = —EEKL. (™)

Per il fatto che K appartiene al’ iperbole equilatera s ha:
KE-KL = AB-BH 3 (")
Moaltiplicando membro a membro le (™) e (M), s ottiene, semplificando:

MBZ-AM = S- AC c.d.d.

(b) Per osservare quale é stata lavia per giungere alla soluzione vista, Archimede (o chi per lui) si
serve del metodo dell’analisi, detto anche da Pappo metodo zeetetico,® che consiste nel
consideraregiarisoltoil problema. In atreparole, si suppone che M sianoto esiataleches abbia:

AM : AC = S: BM? *)

Facendo riferimento allafigura2 in cui M é supposto dato, s mandino daC laparalelaallaretta
AB e la retta CM e s indichino con H e Z i rispettivi punti d'incontro di tali rette con la
perpendicolare alla AB condotta da B.

2 g tenga presente che, dall’ antica definizione di parabola, il quadrato di un segmento condotto da un suo
punto perpendicolarmente all’ asse € ugual e alla parte di asse determinato dal piede dellaperpendicolare,
moltiplicato per il parametro. D’ altronde si pensi di considerare nellafigura 3 un sistemadi riferimento
cartesiano con origine in H, assi HB e HC rispettivamentre come assi delle ascisse e delle ordinate; in
questo caso |’ equazione della parabola y* = px calcolatain K porta proprio ala (?).

Si pensi ad esempio di considerare nellafigura 3 un sistema di riferimento cartesiano con originein C,
assi CH e CA rispettivamente come assi delle ascisse e delle ordinate. In questo caso |’ equazione
dell’iperbole equilatera avente per asintoti gli assi coordinati &€ xy = cost. ove la costante & proprio il
prodotto delle coordinate dei suoi punti da cui larelazione ("M).

Pappo ne parla nelle prime righe del suo VI libro delle Collezioni anche se il termine verra introdotto
maggiormente dall’ uso che ne fara F. Viéte.
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F - =
,//’.
e
A - =
C L o

Figura4

Si completi oralafigura(v. figura4) costruendo i punti K (punto d’incontro delle perpendicolari

per Z ed M rispettivamente dlerette HZ e AB) F ed L.
Per lasimilitudine dei triangoli MAC e CHZ, si ha

AM : AC = CH : HZ = (moltiplicando per CH) CH? : CH - HZ
cioe
AM : AC = CH?: CH - HZ.

e confrontando questa proporzione con la (*) si ha:

S:MB? = CH?: CH - HZ:

vaeadire
2 CH-HZ-S S S
MB® = =———= > = HZ— = HZ—.
CH?2 CH AB
E poiché
MB = KZ

Si hain conclusionela (*):

2y S
KZ —HZAB.

S puo considerare pertanto il punto K appartenere alla parabola di vertice H, di asse HZ e

parametro il valore noto S/AB.
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Il teorema dello gnomone porta inoltre all’ equivalenza dei rettangoli MH e KA ° e dunque,
sommando ad entrambi il rettangolo AL, al’ equivalenza ("M):

KF-KL = AB-BH

Questo e sufficiente per indicare che K e B appartengono all’iperbole equilatera i cui asintoti
siano CAeCH.

Unavoltatrovate le condizioni per individuare K (e quindi M) si pud operare come abbiamo
Visto per sintesi.

(c) Macome énato il “problema’ complementare? Esso si trova inserito nella dimostrazione del
problemall,4 dell’ opera Stera e Cilindro nel quale si chiede di “Tagliare una sfera datain modo
chei segmenti sferici abbiano un dato rapporto [k]”.

Figura5

Noi sappiamo, oggi, cheil volume di un segmento sferico di altezza h, appartenente ad una sfera
di raggio R é espresso dallaformula:

T, 2
Vegst. = §h (3R-h)
In questo caso il problema di Archimede diverrebbe, indicando con V il volume della sfera

assegnata:

T, 2
V,_ v, __ 3"GR-N
3

= K

nR3—gh2(3R—h)

5 Cfr. Euclide, Elementi, 1,43; I’ equivalenzasi ottiene come differenze dei triangoli uguali: CZF con CZH;
KMZ con ZMB e ACM con MCL.
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dacui segue I’ equazione di terzo gradoin h:

(K +1)h*=3R(K + )h*+4KR® = 0 ©)

Archimede, non avendo a disposizione il nostro simbolismo, si serve di un notevole risultato che
stabiliscel’ equivalenzatraun segmento sferico eil cono avente base uguale aquelladel segmento
e atezzaMH (v. figura 6) tale che sia:

MH : AM = (OA+A'M): A'M ©

--- Figura6

Dal risultato di Archimede segue che il rapporto dei due segmenti sferici V, e V, & uguale a
rapporto dei due coni C; e C, equivalenti, rapporto che a sua volta, data la base comune dei due
segmenti, € uguale al rapporto delle rispettive altezze (v. figura 7).

Figura7

k=V,/V,=Cy/C, = MH/H'M

con

Archimede, Sera e Cilindro, 11,2 oppure Metodo, prop. VII: “Qualunque segmento sferico € uguale al
cono avente base uguale aquelladel segmento e per altezza laretta cherispetto all’ altezza del segmento
ha lo stesso rapporto che il raggio della sfera e I'altezza del rimanente segmento [sommati insieme]
hanno rispetto all’ altezza del rimanente segmento [sferico]” (tr. di A. Frajese). In simboli piu espliciti la
condizione si puo scrivere MH : h= (3R- h) : (2R - h).
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MH : AM = (OA+A'M): A'M (perV,) (1)
H'M:AM = (OA+MA) : MA (perV,) )

Per fissare le idee, supponiamo V; < V,, cioe MA< A'M.

Ebbene, con una serie di passaggi applicati ale (1) e (2) che esporremo tra poco, il problema
diviene:
“Dati due segmenti A’A e AD con 2 AD = A’'A eil punto Ein AD in modo cherisulti AD : ED
= H'H : H'M trovareil punto M in A’A tale che s abbia:

MD:ED = A’A*: AM* °)

A’ M h

0:)>
[ Yosl
[ lw)

Figura8

Si noti che la determinazione di E comporta:

Ep = AD-HM _ _ AD  _ AD _ AD
H'H H'H:H'M (HM+MH) : H'M HM:HM+MH:HM
_ AD
1+k’

Prima di mostrare come Archimede abbia potuto trasformare il problema iniziale nella
determinazione del punto M ora vista, ci possiamo render conto dell’ esattezza del risultato
raggiunto tenendo presente che con: A'A = 2R, MA = heconEin AD tde che sa
ED = R/1+Kk, laproporzione (°°) cui & giunto Archimede diventa:

(h+R): R(K +1) = 4R?*: (2R—h)?
che é proprio |’ equazione (°).
Lariduzione di Archimede ’

La*“riduzione”® di Archimede consiste, come abbiamo visto, nello spostareil problemadi trovare
un punto M in A’A talecheil rapporto MH/H'M siauguale ad un valore assegnato k [con H ed
H' definiti dalle (1) e (2)], nel problema di trovare M in H'H tale che con i punti D ed E
verificanti le rispettive condizioni: 2AD = A'/A e AD: ED = H'H : H'M [cioe ED = AD/
(1+Kk)], s abbia:

7 Seguiremo nella sostanza il testo di Archimede ma tenendo anche conto delle traduzioni operate daA.
Frajese (Opere di Archimede, UTET, Torino, 1974, pp. 192-195), da P. Ver Eecke (Les oeuvres
d’ Archimeéde, Blanchard, Paris, 1960, pp. 101-105) e dell’ esposizione di T. Heath (A History of Greek
Mathematics, Oxford, Clarendon Press, vol. I, 1921, pp. 43-45).

“Riduzione”, amtaywym, & quella operazione matematica che trasferisce la dimostrazione di una certa
proprietaaquelladi un’ altra proprieta da cui segue la prima.
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MD:ED = A'A”: A'M?,

Dala (1),9 applicando note proprieta delle proporzioni s ottiene:
(MH=MA) : MA = (OA+A'M—A'M): A'M;
AH : MA = OA: A'M;

AH : OA = MA: A'M;

OA: AH = A'M : MA. ©)
Analogamente, dalla (2),1° seguendo le stesse operazioni (OA = A’O):

H'A : AM = OA: MA;

H'A": AO = A'M : MA. (4)
Tenendo presente le (3) e (4) ottenute, si ha:

OA:AH = AAM: MA = H'A": A'C; (5)
dacui, di seguito:

A'O:H'A" = AH : OA;

(AO:H'A):H'A" = (AH +0A) : OA;

H'O:HA = OH: A'O;

A'O:H'A" = OH :H'O;

(AO+H'A"): H'A' = (OH +H'O) : H'O;

H'O:HA" = HH : H'O;

H'O? = H'A'-H'H.

Si dividano i due membri per H’A’z, per cui:

9 Ricordiamo chela(1) &laproporzione MH : AM = (OA+A'M) : A'M.

10 Ricordiamo chela (2) élaproporzione H'M : A'M = (OA+MA) : MA.

11 “Dunque’ scrive Archimede “il quadrato di H'O & equivalente al rettangolodi H'A’, H'H” (lelettere
non sono quelle di Archimede ma le abbiamo prese dall’ op. cit. di T. Hesth.
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H'O® : H'A® = H'H : H'A. (6)
Si noti inoltre, che dalla (4) s ha:

(AM+MA): AM = (HHA'+ A'O) : H'A’;

AA:A'M = HO: H'A". 7)
Si tenga presente che, dovendo determinare il punto M, lo s € supposto dato in modo da
coinvolgerlo con segmenti noti in modo da poterlo individuare. Nella (7) anche il punto H’

dipende daM e quindi essa non é sufficiente per la sua determinazione.
Dalla(7) s ha:

AAZ: AM® = H'O”: H'A”?
che per 1a (6) diventa:

AAY: A'M?Z = HH  HYA (8)
Definiamo orail punto D sul prolungamento di A’A, dallaparte di A, taleche sia:

AD = OA. 2
Per la(2) si hadi seguito (OA = AD per cui OA + MA = MD):

HM:AM = MD : MA

H'M: (HM—-A'M) = MD : (MD — MA)

H'M:H'A" = MD : AD 9)
Si noti che AD € un segmento noto, cioé dato, ed avendo supposto M dato, € dato anche il
segmento MD per cui édato il rapporto MD : AD e dunque ancheil rapporto H'M : H'A’. Come

sappiamo ancheil rapporto H'H : H'M éun rapporto dato (ugualeal + k) esi haevidentemente:

HH _ HH HA
HM HA HM

(10)

Tenendo presenti la (8) ela(9) questo formula (10) diventa:

12 pacio segue che AD > AH, infatti, poiché dalla (3) OA: AH = A'M : MA, essendo A'M > MA,
avendo considerato V, > V,, segueche OA> AH vaeadire AD > AH.
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2
A'A° AD
o (1D)
A'M2 MD

HH

H
'™M

T

Sappiamo pero, per la definizione del punto E che:

AD:ED = HH:H'M

cioé
H'H _ AD.
H'M  ED’

per cui I'uguaglianza (11) diventa:

AD _ A'A> AD

ED a2 MD’

vale adire, semplificando:
MD:ED = A'A*- A'M?. (12)

Pertantoil problemadi trovareil punto M dacui mandareil piano secantetale daindividuarei due
segmenti sferici cercati, diventa quello di trovareil punto M che verifichi la proporzione (12) con
D tale che 2AD = A'A = 2R ed E tale che ED = AD/(1+k). S tratta proprio della

proporzione (°°) che avevamo gia indicata come “riduzione’ del problema 11,4 della Sera e
Cilindro di Archimede.

Ma Archimede rende ancora piu generale la proporzione (°°) datrovare estendendola a quel
problema che vien detto comunemente il “problema complementare o ausiliario” che, come
sappiamo consiste nel: “Trovare nel segmento dato AB un punto M in modo che assegnataun’ area
Seunpunto C, s abbia AM : AC = S: BM? (v. figura 1).

Infatti una volta risolto il “problema complementare” é possibile risolvere anche il piu
particolare problema indicato dalla (°°) con le seguenti sostituzioni che trasformano la (*) nella

)

A—D; B—A'; C—E, Apresoinmodoche A'A = 2AD

Figura9

»
[ Neyl
o
"E
>
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In questo modo AM diventa DM; AC diventa DE; Sé unaqualsias area assegnata e BM? diventa
A'M? (figura9).13

Siamo ritornati a primitivo “problema complementare” ed abbiamo cosi chiuso il cerchio del
ragionamento.1*

(d) Abbiamo visto che il problema inizide V,/V, = K (anche quando s traduce nella
proporzione vista MD : ED = A'A%: A'M? 0 nella piu generale AM : AC = S: BMZ) S
collegacon un’ equazionedi terzo grado. Di questo non ebbero sentore, perd, nél’ Archimededella
Sera e Cilindro, néil probabile Archimede che risolve il “problema complementare” e neppure
Eutocio che riporta tale dimostrazione e le dtre di Dionisidoro (I11-11 secolo a. C.) e di Diocle
("50-100 a. C.).

Furono gli Arabi a riprendere il problema e, ignorando le soluzioni che Eutocio aveva
riportato, lo affrontano traducendolo perd in un problema algebrico.

Cosi racconta Omar Khayyam (X1 secolo) nella Introduzione della su Algebra.

Riguardo ai moderni, uno di questi, a Mahani, concepi I'idea di analizzare il teorema
ausiliario impiegato da Archimede nellaquarta proposizione del secondo libro del suo trattato
sullasferaecilindro; quel teoremachelo condusse allafine ad un’ equazione contenente cubi,
quadrati e numeri di cui non giunse a soluzione. Dopo lunga meditazione si dichiaro alora
che era impossibile risolvere questa equazione, fino alla comparsa di Abu-Ja'far a Khazin
che vi arrivo per mezzo delle sezioni coniche.

Notiamo che anche I'arabo al Haytam (Alhazen) aveva ottenuto il medesimo risultato e Omar
Khayyam stesso risolvei vari tipi delle equazioni di terzo grado mediante intersezioni tra coniche.

Costruire segmenti che risolvono le equazioni non vuol dire perd riuscire a calcolare le
soluzioni per via algebrica, ma ottenere solo valori approssimati poiché approssimate sono le
misure dei segmenti. E necessario per questo ottenere formule risolutive radico-razionai che
possano consentire il loro uso nel calcolo e consentire inoltre la possibilita di ottenere
I’ approssimazione spinta a piacere.

Questo passo decisivo sara perd raggiunto solo dagli algebristi italiani Scipione Dal Ferro
(1465-1526), Tartaglia (1500/06-1556), e Girolamo Cardano (1501-1576). Saranno essi, ma
sarebbe lungo raccontare tutti gli avvenimenti che li coinvolsero nella scoperta,™ che, prima
riescono a portare ogni equazione di terzo grado nelle forme:

Crq=px Crpx=q X +q= px

e poi risolvendo queste mediante formule risolutive radico-razionali e non costruendo segmenti
tali darisolvere le equazioni come aveva giafatto, ad esempio, Omar Khayyam.1®

13 1| secondo segmento dellafigura9 é il medesimo di quello dellafigura 8 a parte la suainversione o, se
si vuole, I'inversione di tutti i suoi punti.

14 Dei due casi, quello generale e quello particolare, Archimede promette di dare dimostrazioni: “ e per
ciascuno di questi” scriveinfatti “verranno date alafine analisi e sintesi”.

15 Cfr. aquesto proposito S. Maracchia, Da Cardano a Galois. Momenti di storia dell’ Algebra, Feltrinelli,
Milano, 1979, cap. I.
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Ad esempio, nel primo caso, che € quello che si presenterebbe nell’ equazione relativa a
“problema complementare”, si ha:

2 3 2 3
X = QJ_L q__p_”J_g_ “_p
2 4 27 2 4 27

Termino questo articolo ricordando che anche Cardano, come aveva fatto anche Tartaglia,17
mostracome é possibile costruire un segmento risol vente una particolare equazione di terzo grado
e dichiara esplicitamente di aver tratto |o spunto della sua costruzione proprio dal commento di
Eutocio: “Questo ci ha insegnato di fare” scrive prima di affrontare la costruzione “Eutocio di
Ascalona due volte nel [commento del] secondo libro della Sfera e Cilindro, ma & sufficiente
riportare la sua prima dimostrazione” 18

Cardano si riferisce proprio ala costruzione attribuita ad Archimede; egli evidentemente non
conosce i matematici arabi, conosce pero il commento di Eutocio che questi ignoravano.

Noi oggi che abbiamo lafortuna di conoscere quasi tutte le opere di Archimede, il commento
di Eutocio, I'Algebra di Omar Khayyam e le opere di Cardano, possiamo ben valutare
I'importanza che ebbe nello sviluppo dell’algebra il problema geometrico enunciato da
Archimede e possiamo concludere osservando che spesso hanno causato maggior stimolo allo
sviluppo della matematica i problemi rimasti aperti piuttosto che grandi risultati raggiunti e
completamente esaminati.

Dionosidoro ScipioneDalFerro
Archimede { Archimede(?) > Cardano
Diocle Tartaglia
al Mahani

Arabi— < Omar Khayyam
al Khazin

Universita La Sapienza, Roma

16 | a costruzione di segmenti la cui misura risolverebbe determinate equazioni, consente solo
un’ approssimazione della soluzione cercata legata inoltre ala pitl 0 meno esattezza di una figura. Le
formule radico-razionali consentono, invece, un approssimazione sempre piu spinta dovuta
al’algoritmo dell’ estrazione delle radici oltre che alla possibilita di operare con le soluzioni ottenute.

17" Tartaglia, General Trattato, sesta parte della Terza parte, quesito 47.

18 Cardano, De regula Aliza Libellus, cap. XlII: De modo demonstrandi geometricé aestimationem
[Capituli] cubi et numeri aequalium quadratis, pp. 389-390 del volume IV dell’ opera omnia, Lugduni,
Sumptibus 1. A. Huguetan & M. A. Ravaud, 1663.
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Arguimedesy la geometria dinamica

Carlos Mederos Martin

I ntroduccion

Podemos afirmar que a la hora de ensefiar mateméticas no basta con “explicar” los conceptos
propios de esta disciplina. Por € contrario, S queremos que sean asimilados de una forma
significativa por los estudiantes es fundamental estudiar sus origenesy su evolucion alo largo de
la historia; es decir, hay que estudiar como ha evolucionado la construccién del conocimiento
matemético, asi como |os recursos intel ectual es implicados en dicha construccion.

Pero acudir a la Historia como recurso didactico presenta ciertas dificultades, entre las que
podemos destacar, en primer lugar, la necesidad de disponer de suficientes fondos documentales
(textos) sobre la actividad cientifica a lo largo de los siglos, necesidad esta no siempre bien
cubierta, sobre todo en los lugares a ejados de | os tradi cional es centros de produccion cultural; y,
en segundo lugar, si suponemos resueltaladificultad anterior, nos encontramos con que los textos
antiguos son dificiles de leer, dado que estan escritos en lenguas que, generalmente, no son de
dominio comun, lasfiguras no son muy clarasy, amenudo, se usan notaciones desacostumbradas
parala mayoriade los estudiantes, o que produce cierto rechazo entre los posibles lectores.

Estas dificultades pueden ser paliadas en parte usando, bajo determinadas condiciones,
diferentes tipos de software. La primera, por medio de la digitalizacion de los documentos y su
almacenamiento en bibliotecas virtual es, accesibles desde cualquier lugar. Lasegunda, por medio
del uso de programas relacionados con la didéctica, como, por eemplo, el software orientado a
la “geometria dinamica’, cuyo uso nos permite prescindir del estudio de ciertos detales
“técnicos’, para, a mismo tiempo, ayudarnos a percibir la belleza y el ingenio de las ideas
simplificadas a méaximo (“desnudas’): Esto es lo que podemos llamar la digitalizacion de las
ideas. Estetrabajo es un intento de poner en practica esto Ultimo, usando el software de geometria
dindmica Geometer's Sketchpad® y uno de los tépicos més conocidos de los trabajos de
Arquimedes: la cuadratura de la pardbola.

Importancia“ didactica’ de los trabajos de Arquimedes

Si queremos introducirnos en el estudio de la evolucién del conocimiento matemético alo largo
de la historia, debemos considerar |a obra de Arquimedes como prototipica, dadas las especiales
caracteristicas de la misma, entre las que podemos destacar:

— Arquimedes desarrolla técnicas de demostracion orientadas a la consecucion del “rigor”,
concepto éste de vital importanciaen el desarrollo histérico de la Matematica. En este sentido
podemos destacar lamaestriade Arquimedes en laaplicacion del Método de Exhauscion, cuyo

1 Geometer’'s Sketchpad. © by Key Curriculum Press. Berkeley. CA.
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objetivo es evitar € uso del “infinito” en las demostraciones, siguiendo latradicién filoséfica
griega que excluia el uso de este concepto para la adquisicién del conocimiento racional, es
decir, del conocimiento “verdadero”, debido ala multitud de contradicciones en las que nos
hace caer.

— Perolaaplicacion del Método de Exhauscion presenta un problema: se debe conocer a priori
el resultado que se quiere demostrar. En consecuencia es necesario disponer de otros métodos
para obtener estos resultados que luego seran demostrados “rigurosamente”, es decir, “sin
hacer intervenir el infinito”. Estos métodos suelen ser bastante intuitivos y basados en €l
conocimiento empirico. Arquimedes descompone &reas en infinitos segmentos que luego
“pesa’ con su balanza; halla centros de gravedad, donde supone concentrado todo el “peso”
de unafigura, llegando asi a resultados que luego demuestra por € Método de Exhauscién.

En resumen, la obra de Arquimedes es un conjunto “cerrado” respecto a la construccién del
conocimiento matemético: dispone de métodos exploratorios para obtener nuevos resultadosy de
métodos demostrativos para confirmar la “verdad matemética’ de dichos resultados. Esta
caracteristicaconvierte laobrade Arquimedes en una herramienta didactica Unica, que deberiaser
considerada“obligatoria’ en laformacion de los estudiantes, en particular, en laformacién delos
futuros mateméticos.

A continuacién se presentan algunos de los conocidos resultados de Arquimedes usando
Geometer's Sketchpad, con € propdsito de ilustrar, por una parte, las diferencias entre
descubrimiento y demostracion en mateméticas, y por otra, la relacion entre €l rigor en las
demostraciones y su conexién con la prohibicién del uso del infinito en la construccion de las
mismas. Es importante recordar que su “método” exploratorio se basa, fundamentalmente, en
considerar |os objetos geométricos compuestos por infinitos elementos mas sencillos, de manera
que del estudio de ciertas propiedades de dichos elementos podemos deducir propiedades del
“todo”; mientras que sus demostraciones “rigurosas’ (Método de Exhauscién) se basan en evitar
radicalmente €l uso del infinito.

Un recorrido “dinamico” por algunos resultados de Arquimedes

1. El méodo de exhauscion

Este método se basa en la utilizacion de la demostracién indirecta (o reduccion a absurdo) junto
con la Proposicién X.1 de los Elementos de Euclides (llamada por algunos Axioma de
Arquimedes).

Un gemplo paradigmatico de aplicacion del Método de Exhauscion [o encontramos en la
Proposicion 1 de La medida del circulo:
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LA MEDIDA DEL CIRCULO. Proposicién 1 -

El area de un circulo es igual al area de un triangulo rectangulo en el que uno
de sus catetos es igual al radio y el otro es igual a la longitud de la
circunE\erencia correspondiente.

Radior\

Longitud

Figural
Arquimedes demuestra esta proposicion usando el METODO DE
EXHAUSCION que se basa en la aplicacion del llamado AXIOMA DE
ARQUIMEDES (Elementos X.1):

"Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una (magnitud)
mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi

sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la magnitud menor
dada".

1 i~ b a) Supongamos que A>T
A: Sea K=A-T

Inscribamos poligonos hasta
que A-P<K (Axi. Arquim.)

Entonces: Figura2
0 A-P<A-T ===> P>T

Pero:
P=OH xperf2<rxU2=T
Luego: P<T (Contradiccion)

B b) Supongamos que A<T
Sea K=T-A

Por "cortes" sucesivos
K obtendremos poligonos hasta
que P-A<K (Axio. Arquim.)
N Figura3
0 Entonces:
P-A<T-A===>P<T

Pero:

P=OH x per/2=rxp/2 >

D . C >ixl2=T

Luego : P > T (Contradiccion)
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Obsérvese que antes de proceder ala demostracion debemos conocer €l hecho de que €l érea del
circulo (A) esigua a area de cierto tridngulo (T), resultado que se ha obtenido previamente
aplicando algun otro método. Por ultimo, vemos que e Axioma de Arquimedes, junto con la
negacion de lo que queremos demostrar (A distinto de T), nos permite encontrar un poligono de
area P, comprendidaentre Ay T, y que resulta ser contradictorio.

2. Una demostracion rigurosa

Como ya se hadicho laideade “rigor” en la demostracion arquimediana esta ligada, entre otras
cosas, alaausenciade referencias a infinito. Esta caracteristica se puede observar de formaclara
en laProposicion 9 del libro Sobre el equilibrio de los planos:

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS. PROPOSICION 9.

El centro de gravedad de un pralelogramo esta en la recta que une los
puntos medios de los lados opuestos.

A Show

b

A E D

I

Queremos probar que el centro de gravedad del paraelogramo ABCD esta en la linea EF.
Podriamos afirmar que el paralelogramo est4 formado por infinitos segmentos, cada uno de los
cualestiene su centro de gravedad en larecta EF, por estar en ella su punto medio; por lo tanto, €l
centro de gravedad de todo e “conjunto” estard también en esta recta. Sin embargo Arquimedes
razona de la siguiente manera:

Figura4

i
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SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS. PROPOSICION 9.

El centro de gravedad de un pralelogramo esta en la recta que une los
puntos medios de los lados opuestos.

(A Fde]
Ag
Figura5
o D

]

A E L
K H
de
B ) ) - F ) u C

Supongamos que €l centro de gravedad no estd en EF, sea éste H. Tracemos HK paralelaaAD y
a BC, que corta a EF en K. Entonces es posible por biseccion determinar el segmento EL de
manera que EL < KH. Ahora dividimos EA en las mismas partes que ED y trazamos paralelas a
AB Yy DC. Tenemos asi un nimero par de paralelogramos iguales, tal que sus centros de gravedad
estaran situadosaigual distanciaalo largo de unarecta; por lo tanto, el centro de gravedad de todo
el conjunto estara situado en lalinea que une los centros de gravedad de |os dos centrales [Prop.
5 -Corolario 2 del Libro | de Sobre el equilibrio de los planos]; pero esto es imposible porque H
est& fuera de los dos paral elogramos centrales.

Obsérvese como negando 1o que queremos demostrar y aplicando la biparticion un nimero
finito de veces, encontramos una contradiccion que nos permite afirmar la veracidad de la
proposicion. Podemos decir que esta sencillademostraci 6n resume de maneraadmirable lanocion
de “rigor matematico” en Arquimedes.

E @ >

3. El “método” mecéanico de Arquimedes

Veamos ahora los recursos usados por Arquimedes para obtener algunos de los resultados que
luego probara“ rigurosamente” . Este conjunto de recursos |o denominaremos “ método mecéni co”
y se basa en dos principios fundamentales: el uso de la balanza (ley de la palanca) para “pesar”
geométricamente magnitudes (areas, volumenes, etc.) y el cdlculo de centros de gravedad, en los
gue suponemos concentrado € “peso” (es decir, e &rea, € volumen, etc) de los objetos
geométricos aestudiar. A continuacion se presentan ejempl os sobre estos aspectos extraidos de la
obra de Arguimedes.

En primer lugar veremosla Proposicion 8 del Libro | de Sobre el equilibrio de los planos, que
nos permiteilustrar el uso geométrico de la balanza:
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SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS . LIBRO 1.

Proposicién 8.- Si AB es una magnitud cuyo centro de gravedad
es C, y AD es una parte de la misma, cuyo centro de gravedad es
F, entonces el centro de gravedad de la diferencia estaré en el
punto G de FC tal que :

GC:CF = (AD):(DE)

A E Figura6

I i ¢ 6 Y

L 5 é
CG =2,08 cm
CF =5,18 cm CF =0, 40
[rea(AD) = 6,40 square cm
(rea(DE) = 15,97 square cm b ea( AD) -0. 40

[rea(DE)

Si aprovechamos | as posibilidades dinamicas de Geometer’ s Skechpad y desplazamos el punto D,
podemos ver que se conserva laigualdad de razones enunciada, o que nos permite pasar de una
relacion entre areas a una relacion entre segmentos, es decir, comparamos (medimos) areas a
través delacomparacion (medida) de segmentos. Esto puede ser considerado como unareduccion
de un problema mas complicado a otro més sencillo.

En segundo lugar nos referiremos a otro aspecto importante del “método mecénico”: e
cdculo de los centros de gravedad. Como gjemplo ilustrativo de esta cuestion podemos ver la
Proposicion 15 del Libro | de Sobre el equilibrio de los planos:

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS. PROP. 15 GE =2,82cm

(LIBROI) GF =1,97 cm
BC =10,05cm

AD = 3,08 cm

[AFde] [AHde] [AHdd [pHae| [A Had [A Had

GE

(2.BC + AD)

=1,43
Figura7

=1,43

> >
I| |2
2| |2

>
[72]
=
S]
2

Hid

i
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Esta proposicion muestra como se puede halar e centro de gravedad de un trapecio
descomponiéndolo en dos triangulos y aplicando los postulados y |as proposi ciones anteriores.

Por Ultimo, veremos una proposicién en la que se combinan los dos resultados anteriores; se
trata de la Proposicién 6 de La cuadratura de la parabola:

CUADRATURA DE LA PARABOLA. Prop. 6

A
Figura8
(Area P).AO =22,82 cm3 (Area T).OE =22,82 cm3
AO =6,49 cm OE=2,16 cm
Area P =3,52 cm2 Area T =10,55 cm2

(Area T

Aeap 00

En lafigura 8 tenemos una balanza AOB colocada horizontalmente y apoyada en su punto medio
O. Seae triangulo BCD suspendido desdelos puntosB y Oy tal que CD estaen lamismavertical
gue O. Entonces, si P es un areatal que suspendida del punto A hace que €l sistema permanezca
en equilibrio, se cumplira que P es un tercio del tridngulo BCD. En efecto, si € sistema esta
equilibrado y suponemos que el area del triangulo esta concentrada en su centro de gravedad,
aplicando laley de labalanza, [legamos ala conclusion de que larazon entre las areas esigua a
larazdn inversa entre sus brazos, es decir 3, dado que AO/OE = OB/OE = 3, por ser G €l centro
de gravedad de un tridangulo. Esto nos permite expresar una razon entre areas por medio de una
razon entre segmentos, o lo que es o mismo, medir areas através de la medida de segmentos.

4. El método y la cuadratura de la parabola

Una vez expuestos los principios basicos del método mecanico estamos en condiciones de
presentar un € emplo del mismo. LaProposicién 1 de El Método es, posiblemente, € jemplo més
caracteristico:
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EL METODO. Proposicién 1.-
Plr abol a KW 1

T = = _
Tri Ongul oHK 3

7

OM =5,111 cm
KN =1,428 cm

OMsKN =7, 30 cf

PO =0, 852 cm
GT =0,852 cm

HK =8,567 cm
GT-HT =7,30 cm?

Figura9

. /

En el Sketch de la Figura 9 tenemos el segmento parabdlico ABC cuya érea queremos evaluar.
Construimos €l tridngulo ACF, siendo CF tangente ala pardbolaen Cy con AF paraelo a gjede
lapardbola. Puesbien, laproposicidn en cuestion establece que larazdn entre el areadel segmento
parabdlico y el areadd triangulo es 1/3. Para llegar a este resultado podemos hacer |0 siguiente:
sea K @ punto medio del segmento AF. Construyamos el segmento CH, tal que K sea su punto
medio. Sea una recta cualquiera paralela a eje de la pardbola que determina los segmentos MO
con €l triangulo ACF y PO con el segmento parabdlico. Situemos ahora el segmento PO en €l
punto H, esdecir, GT=PO. Si movemos larecta citada, de manera que el punto O se desplacealo
largo de AC, veremos que se conserva la igualdad de los productos GT-HT y MO-KN. Esto
significagque el segmento TG, que esigua a PO, situado en H equilibraa segmento MO situado
en su posicién en el tridngulo. Por otra parte, a mover larecta vemos que los infinitos segmentos
PO recorren & segmento parabdlico y los infinitos MO 6l tridngulo. Luego, todo e segmento
parabdlico situado en H se equilibra con el triangulo situado en su posicion. Pero, como hemos
dicho antes, si estan en equilibrio entonceslarazén entrelas &reas esigua alarazon inversaentre
los correspondientes “brazos’ de la balanza, siendo estos HK y KW, donde W es € centro de
gravedad del tridngulo. Como HK esigual aKC (mediana) y W esel centro de gravedad, podemos
concluir que la razén buscada es 1/3; por lo que podemos afirmar que el area del segmento
parabdlico es 1/3 del &readel tridngulo ACF, olo que eslo mismo, 4/3 del areadel triangulo ABC.
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5. Lacuadratura“rigurosa’ de la pardbola

Conocido € anterior resultado, Arquimedes procede a demostrarlo de una forma rigurosa, es
decir, sin hacer intervenir € infinito, haciendo uso del Método de Exhauscion. La demostracion
la podemas encontrar, por ejemplo, en su libro La cuadratura de la parébola, concretamente en
la Proposicion 24, en cuya demostracion se hace uso de la Proposicién 23. Ambas proposiciones
Se exponen a continuacion:

LA CUADRATURA DE LA PARABOLA. Proposicion 23
Dada una serie de areas A, B, C, D, tal que cada una de ellas es

igual a cuatro veces la siguiente entonces:
A+B+C+D+(1/3)D=(4/3)A

Area(A) + Area(B) + Area(C) + Area(C Area(©) = 55,90
rea(A) + Area(B) + Area(C) + Area(C) + g =55 cm?2
4 Areap) A Figura 10
——5——— =5590cm 2
Area(A) = 41,926 al cuadrado cm
B

Area(B) = 10,481 al cuadrado cm

Area(C) = 2,620 al cuadrado cm C

Area(C) = 0,655 al cuadrado cm D]ﬁ

A 4
LA CUADRATURA DE LA PARABOLA . Proposicion 24.
El area del segmento de parabola determinado por la cuerda AB es igual a 4/3
del &rea del tridngulo APB
» Move C>Q]
5 Wove © 5P _P — "
Y/
B | Figural1ll
}//c
- PB =3,91
o | (Area AVP +(Area PKB)
Supongamos Par>4/3(APB)
a D
Sea M=Par-4/3(APB)
Par-T<M=£>Par-T<Par-4/3(APB)==>
==>T>4/3(APB) (Absurdo, Prop.|23)
A 4
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La Proposicion 23 es una simple propiedad algebraica usada en la demostracion indirecta de la
Proposicién 24. Esta Gltima afirma que larazén entre el areadel tridngulo APB y lasumade las
areasdelostriangulos AVPy PKB esigua a4; esdecir, el triangulo APB es cuatro veces mayor
gue la suma de los otros dos. Podemos aplicar nuevamente esta construccion en los cuatro
pequefios segmentos de pardbola que quedan fuera de los triangulos considerados, y asi
sucesivamente. Pero la Proposicion 23, junto con lasuposicion delo contrario de lo que queremos
demostrar y e Axioma de Arquimedes (Elementos X.1) nos permiten encontrar una
contradiccion, gque probaria € teorema, antes de tener que recurrir a un nimero infinito de
repeticiones de la construccidn expuesta.

Fundacion Canaria Orotava de Historia de la Ciencia
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Aristotle, Archimedes, Euclid, and the Origin of Mechanics:
The Perspective of Historical Epistemology

Jurgen Renn, Peter Damerow, and Peter McLaughlin

The Law of the Lever from the Perspective
of aLong-Range History of Mechanical Knowledge

The science of mechanics has a history extending over more than two millennia. Its origin is
closely associated with the name of Archimedes and his proof of the law of the lever. But the law
of the lever was not only among first mechanical lawsto be formulated and proven, it aso played
adominant role throughout the history of mechanical knowledge. On the basis of work undertaken
at the Max Planck Institute for the History of Sciencein cooperation with anumber of colleagues,*
we will in the following analyse the origin of mechanics from the perspective of a “historical
epistemology” as we pursue it at the Institute. Historical epistemology in this sense ams at
understanding the structures of such long-term developments of knowledge.

Periods of mechanica knowledge

A rough survey suggests that the long-term history of mechanical knowledge can be divided into
six more or less coherent periods:

The first period may simply be called the “prehistory of mechanics’; it comprises the long
period of time in which human cultures accumulated practical mechanical knowledge without
documenting this knowledge in written form and without developing theories about it. Although
the origin of other sciences such as mathematics and astronomy can be traced back to the ancient
urban civilizations of Babylonia and Egypt, this, surprisingly, is not the case for mechanics. In
fact, although there are numerous sources testifying to the large construction projects of these
civilizations, there is no single document referring to the mechanical knowledge that must have
been involved in these endeavours.

The next period is that which properly merits the label “origin of mechanics.” It saw, in
particular, the formulation and proof of the law of the lever. More generally, it is characterized by
the appearance of the first written treatises dedicated to mechanics and to physics, associated in
particular with names such as Aristotle, Euclid, Archimedes, and Heron. These works had an
enormous impact on subsequent development. Aristotelian physics, in particular, provided the
conceptual basis for physical theories until the advent of classical mechanics.

The third period is, in its beginning, characterized by the transformation of mechanicsinto a
“science of balances and weights’ in which the law of the lever again played a key role. This
period covers the Arab and Latin Middle Ages, which saw the production of an extensive
mechanical literature focused, however, on arelatively small range of subjects.

1 MarkusAsper, Istvan Bodnar, Brian Fuchs, Elke Kazemi, and Paul Weinig.
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The fourth period isthat of preclassical mechanics, ranging from the sketches of Renaissance
engineers such as Leonardo da Vinci to the mature works of Galileo Galilei. In contrast to the
preceding period it deals with an increasingly large number of subjects, among them the inclined
plane, the pendulum, the stability of matter, the spring, etc. Nevertheless, the law of the lever
continued to play an important role also for the foundation of preclassical mechanics.

The fifth period is that of the “rise of a mechanistic world view.” It extends from the first
comprehensive visions of amechanical cosmos such asthat of Descartes, viathe establishment of
classical and later analytical mechanics, to the attempts of 19th century scientists to build physics
on an entirely mechanical basis.

The sixth period comprises the decline of the mechanical world view and the disintegration of
mechanicsat theturn of the 19th to the 20th century and isassociated with the emergence of modern
physics and its conceptual revolutions represented by the relativity and quantum theories.

An overview of the long-term development of mechanics raises a number of puzzling
guestions. For example: How did (theoretical) mechanics originate in ancient Greece and why did
this not happen earlier? What kind of knowledge made the formulation of the law of the lever
possible, and what knowledge was required for its proof? What accounts for the remarkable
differences between the medieval science of weights and preclassical mechanics? What kind of
empirical knowledge made the emergence of classical mechanics possible and what accounts for
itsremarkabl e stability over the more than 200 years of classical physics? What explains the even
greater stability of Aristotelian physics over more than 2000 years? How can one explain the
disintegration of mechanical concepts around the turn of the last century and how could the
emergence of revolutionary theories such as the theory of general relativity, which proved to be
the foundation for knowledge, actually not be available at the time of their creation? And how did
the law of the lever survive all these changes?

Three types of knowledge

In view of the remarkable continuities and discontinuities of the development of mechanical
knowledge it may be tempting to look for contingent reasons which shaped its history, and which
are unrelated to the intrinsic nature of mechanical knowledge. But isit really plausible to explain,
for instance, the long dominance of Aristotelian physics, which even extended up to the period of
preclassical mechanics with its widespread anti-Aristotelian attitude, merely by external factors
such as the adoption of Aristotelian philosophy as the official doctrine of the Catholic Church?
Such explanations only sound convincing if one assumes that scientific knowledge is exclusively
represented by scientific ideas and theories. However, if onetakes other dimensions of knowledge
into account such as the intuitive knowledge governing thinking and behaviour in our natural
environment, it becomes rather more plausible to assume that certain aspects of Aristotelian
physics were as convincing for medieval and early modern scholars as they are for children and
even high-school students today.

In short, we would like to suggest that an understanding of the long-term development of
mechanical knowledge must take into account, in addition to the theoretical knowledge usually
considered in the history of science, two further types of knowledge, intuitive physics and
practical mechanical knowledge.
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Intuitive physicsisbased on experiences acquired almost universally in any culture by human
activities. Experiences relevant to intuitive mechanical knowledge include, for instance, the
perception of material bodies and their relative permanence, their impenetrability, their
mechanical qualities, and their physical behaviour. Intuitive physics not only forms the basis of
practical human activities but also of the arguments of scientific theories of mechanics. In proofs
of the law of the lever, it is, for instance, usually assumed tacitly and without any need of
justification that if one arm of the balance goes up, the other one cannot go up as well but
necessarily must go down.

A second kind of mechanical knowledge which predates any systematic theoretical treatment
of mechanics is practical mechanical knowledge—the knowledge achieved by dealing with
mechanical tools such as the balance. In contrast to intuitive mechanical knowledge, this type of
knowledge is no longer universally shared by every human being. It is closely linked to the
production and use of such tools by professionalized groups of people, and it consequently
developsin history.

Mental models

An analysis of the relation between the various layers of knowledge and their development—the
aim of an historical epistemology—requires an appropriate description of the architecture of
knowledge. In our approach to historical epistemology, we make use of the concept of “mental
models,” taken over from cognitive science and adapted to the needs of an historical
epistemol ogy.2 Mental models are knowledge representation structures which allow for drawing
inferences from prior experiences about complex objects and processes even when only
incompl ete information on them is available. Furthermore, conclusions based on mental models
can be corrected in the light of new information, in contrast to monotonic deductive systems, in
which avalid inference is not affected by the addition of new premises.

A mental model consists of arelatively stable network of possible inferences relating inputs
that are variable. Cognitive science often uses the term slots to indicate the nodes in the structure
which have to be filled with inputs satisfying specific constraints. Applying a mental model
presupposes the assimilation of specific knowledge to its structure, that is, input information
compatible with the constraints of the slots is mapped into them. Filling the dlots is the crucial
process that decides on the appropriateness and applicability of a mental model for a specific
object or process. Once the mapping is successful—if the input information satisfies the
constraints of the slots—the reasoning about the object or processis, to alarge extent, determined
by the mental model.

Let us consider the example of the “motion-implies-force” model for instance, which, when
involved in the interpretation of a process of motion, yields the conclusion that the moved object
is moved by aforce exerted upon it by some mover. While this conclusion is incorrect from the
perspective of classical physics, contradicting as it does Newton's principle of inertia, it isin
agreement with Aristotelian dynamics. What is more important in our context, the “motion-
implies-force’” model represents elementary human experiences. In fact, when observing some
moving object, for instance a car moving on the road, one usually presumes that there is some

2 See (Gentner and Stevens 1983; Renn 2000).
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mover at work which drivesthe object by itsforce, even when the mover itself and itsforce cannot
be directly observed. The missing information about the mover is simply added by the default
settings of the model based on prior experiences. If, however, additional empirical information
eventually becomes available, such aswhen acloser look revealsthat the car is not actually being
driven by its engine but rather pushed by its driver, then this information replaces the original
default settings without, however, challenging the model itself.

Mental models relevant to the history of mechanics either belong to generally shared
knowledge or to the shared knowledge of specific groups. Accordingly, they can berelated to the
three types of knowledge introduced earlier. First, there are the basic models of intuitive physics,
such as the motion-implies-force model just described. Another group of mental modelsis part of
the professional knowledge of more or less specialized practitioners. Their historical transmission
isrelated to the transmission of the real instruments that embody them. And, finally, there are the
mental modelswhich belong to theoretical knowledge and which are communicated by an explicit
description of their structure and of the conditions of their applications.

Again, let us consider examples. A foundational experience of practitioners’ knowledge since
ancient times has been the equivalence of the weight of abody and the force required to lift it up.
Thisequivalenceis prototypically embodied in areal model, namely that of the balance with equal
arms. In fact, the force which keeps the balance in equilibrium is equal to the weight in the scale
pan. We hence call this model of compensation between force and weight the “equilibrium
model.” However, the practical knowledge of the technicians and engineers of Antiquity also
involved other basic experiences, and, in particular, the experience of how one can free oneself
from the constraint of the equivalence between weight and force. In fact, the art of the
mechanician consisted precisely in overcoming the natural course of things with the help of
instruments such as the lever. According to this understanding, a mechanical instrument servesto
achieve, with a given force, an “unnatural” effect that could not have been achieved without the
instrument. We have therefore called the model underlying this understanding the “mechanae
model” —according to the Greek word “mechanae” which means both mechanical instrument and
trick, and which is at the origin of the word mechanics.

After this survey of the epistemological framework of our analysis, let usturn to the proofs of
the law of the lever by Archimedes and Euclid in order to analyse their common epistemic roots.

The Aristotelian Origin of Mechanics (1)

The origin of the law of the lever

Thefirst encounter between theoretical and practical knowledge had long since taken place before
the texts of Archimedes and Euclid that are usually considered the classical references for the
discovery of the law of the lever were written. This encounter is represented by the first surviving
treatise on mechanics, the so-called “Mechanical Problems’ traditionally and, as we believe,
correctly ascribed to Aristotle, who was bornin 384 B.C. about acentury before Archimedes. This
treatise is centred around the question:3

3 Aristotle, Mechanical Problems, 850a30.
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Why isit that small forces can move great weights by means of alever?
The answer is given on the basis of a principle which is repeatedly applied in the treatise:*

Moved by the same force, that part of the radius of a circle which is farthest from the centre
moves quicker than the smaller radius which is close to the centre.

While this principle does not express the law of the lever as we are accustomed to it, it
nevertheless comes so close to its formulation that we may consider it as its direct precursor. In
fact, according to this principle, the same force can compensate an ever greater weight, the further
it isaway from the centre or fulcrum of alever. Thelaw of the lever now merely specifiesthat the
weight that can be compensated in this way is proportional to the distance of the force from the
centre. According to our analysis of Aristotle’ stext, the knowledge structuresit displays emerged
from areflection of experiences made possible by the invention of the balance with unequal arms,
an invention that had taken place only recently.® These knowledge structures are determined by a
specific mental model resulting from an integration of the mechanae model with the equilibrium
model, a model that we have caled “the balance-lever model.” This model can indeed be
understood as a generalization of the equilibrium model associated with the ordinary balance with
equal arms. In the case of an egqual-arms balance, weight differences are balanced by weights; in
the case of an unequal-arms balance, they are balanced by changing the position of the
counterweight along the scale or, asin Aristotle’ s case, by fixing the counterweight at the end of
the beam and changing the position of the suspension point. This necessarily generalized the
equilibrium model: weights can be compensated not only by weights but also by distances. It was
thus the practical knowledge related to the balance with unequal armsthat provided the empirical
basis for the formulation of the law of the lever. In a sense, the law of the lever is even stated at
one point in Aristotle' s treatise, when he sums up:®

The weight moved isto the moving weight inversaly as the length to the length.

This proposition, however, comes somewhat as an afterthought and is never taken up again in the
entire treatise; thus it may well be that it actually represents the later insertion of a commentator,
which entered the text when it was copied. While the question whether or not Aristotle himself
actually formulated the law of the lever must therefore be left open, it is clear that the law must
have been well known when it was given a proof a generation or two later by Euclid and
Archimedes.

4 Aristotle, Mechanical Problems, 848b4-6.
> See Damerow, Renn, and Rieger 2002.
6 Aristotle, Mechanical Problems, 850b2.
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Archimedes Proof of the Law of the Lever

The key idea of Archimedes' proof

The treatise of Archimedes on the equilibrium of planes contains, at its beginning, a
demonstration of the law of the lever, formulated in the sixth and the seventh proposition.” The
treatise makes use of sophisticated mathematical arguments involving, for instance, the
distinction between commensurable and incommensurable quantities. Nevertheless, the key idea
of Archimedes proof can be expressed in relatively simple terms by taking a specific example.

¢ Consider a(weightless) beam which isdivided into 6 equidistant units and which is supported
initsmiddle. Consider, furthermore, two weights, one composed of 4 units of weight, the other
consisting of 2 units of weight.

« Now take the 6 units of weight and place each of them at the middle point of one of the 6
sections of the beam (figure 1). It is then immediately clear that the balance will be in
equilibrium.

¢ Next assumethat the effect of the 4 units of weights does not change when they are placed not
one-by-one on the beam but when they are concentrated at their middle point as shown in
figure 2. Similarly assume that also the effect of the 2 units of weight does not change if they
are conceived as being concentrated at their middle paint.

..

Figure1

7 Archimedes, On the Equilibrium of Planes; Heiberg 1910, 132-138, See (Clagett 1959, 34-37).
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< Inother words, the equilibrium of the total configuration remains unchanged when the original
weights of 4, respectively 2, units are placed at these middle points (figure 3). We have thus
arrived at a situation in which the weight A of 4 unitsis placed at a distance of 1 unit and the
weight B of 2 unitsis placed at a distance of 2 units. If the equilibrium is not changed by this
concentration, we have thus established a specia case of the law of the lever.

The general proof essentially follows the same line of reasoning which is carefully prepared by a
number of postulates stated in the beginning of the treatise and the preceding 5 propositions
derived from them. As has already been indicated, the proof of the law of the lever is then
performed separately for the case of commensurable and incommensurable quantities.

Mach'’s critique of Archimedes' proof

Clearly the critical point of Archimedes' proof is, however, not its mathematical part but the last
step in our analysis, i.e. the question of the legitimacy of substituting a group of equal weights,
placed at equal distances on abeam, by asingleweight equal to their sum and placed at the middle
point of the distance spanned by these weights.
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The legitimacy of this argument has been often been disputed, in particular vividly and
powerfully by the historian and philosopher of science Ernst Mach around the turn of the last
century.8 He argued that this step actually presupposes what hasto be shown, the law of the lever.
In fact, he argued, this step involves the assumption that equal displacements of aweight placed
on abeam from and towards the point of support cancel each other, which assumes that the effect
of a weight placed on a beam is a linear function of distance, a presupposition essentialy
equivalent to the law of the lever.

A closer look at Archimedes' proof reveals, however, that he does not actually talk about such
displacements of weights at al. This abjection to Mach’s analysis has been raised by severa
historians and has been masterfully elaborated in Dijksterhuis's book on Archimedes.? In his
analysis Dijksterhuis correctly emphasizesthat, in the critical step of his proof, Archimedes makes
use of the concept of centre of gravity in order to justify that the original weights keep the system
in equilibrium. Indeed, Archimedes argues that these weights maintain the equilibrium because
they are placed at the respective centres of gravity of the two groups of equally spaced weights
which correspond to them and which, taken together, keep the beam in equilibrium because their
overall centre of gravity coincides with the point of support of the beam.

Without analysing the course of Archimedes’ line of argument in detail it is clear that hisuse
of the concept of centre of gravity essentially presupposes three properties:

1. The centre of gravity of a symmetric configuration as used in the proof will be at the middle
point of the configuration.
2. If abody is supported at (or suspended from) its centre of gravity, it will bein equilibrium.

3. Bodies of equal weight may be substituted for each other (whatever their suspension) without
changing the state of equilibrium aslong as their centres of gravity coincide.

As amatter of fact, these properties are all introduced in the earlier part of the treatise, either in
the postulates or in the propositions that are demonstrated. In particular, the first property is
explicitly demonstrated in thefifth proposition, the second property isintroduced as an apparently
self-evident property of the centre of gravity in the proof of the fourth proposition, and the third
property isformulated, as it seems, somewhat obscurely as the sixth postulate which reads: 10

If magnitudes at certain distances be in equilibrium, other [magnitudes] equal to them will
also bein equilibrium at the same distances.

The term “magnitudes’ in the formulation of this postulate is indeed somewhat surprising,
differing as it does from the use of the term “weight” elsewhere in the postulates. In the
propositions this term occurs whenever they also involve the notion of the centre of gravity. And
indeed, “magnitude” isused by Archimedesto denote ageneric body of unspecified shape insofar
asit can berepresented by its centre of gravity both with regard to itsweight and its position. The
sixth postulate hence claimsthat bodieswhich are equal magnitudesin this abstract sense can also

8 Mach 1988, 10-24. Mach also reports other criticisms.
Dijksterhuis 1956, Chapter 9.

10 Archimedes, On the Equilibrium of Planes; Heiberg 1910, 124; Clagett 1959, 31. In the definitions of
Book V of the Elements Euclid defines the term “magnitude” in terms of itself so that it isin fact only
implicitly defined by its actual use in the arguments.
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be substituted for each other if placed on the lever (or suspended from a balance)—without
disturbing the state of equilibrium. With this understanding, the crucial step of Archimedes’ proof
is apparently justified.

On what knowledge is the proof based?

But isit really justified? Let usto return once more to Mach’s criticism. The starting point of his
analysis was amazement about the very possibility of Archimedes proof:1t

From the mere presupposition of the equilibrium of equal weights in equal distances the
inverse proportion between weight and lever arm is being derived! How isthat possible?

The above analysis has indeed hardly refuted the legitimacy of Mach’s quest for the epistemic
foundation of Archimedes proof. What is the knowledge on which this proof is based? This
guestion is best answered with the help of our description of knowledge structures in terms of
mental models. Archimedes' concept of magnitude, in connection with the concepts of weight and
centre of gravity, indeed works like the mental models introduced above—we shall refer to the
corresponding model as the “centre of gravity model.” It can be applied to any heavy body,
allowing us mentally to replaceit by itstotal weight and its centre of gravity. Itsdots are therefore
the heavy body itself, its total weight, and the centre of gravity. The structure of the model is
determined by noting that any axis through the centre of gravity turns the body into a lever in
equilibrium, or, in the words of Pappus:'?

We say that the centre of gravity of any body is a point within that body which is such that,
if the body be conceived to be suspended from that point, the weight carried thereby remains
at rest and preservesits origina position.

In other words, the centre of gravity model alows any body to be conceived as a generalized
balance with a fulcrum and a distribution of weights around it in equilibrium. In contrast to the
fulcrum, however, the centre of gravity no longer has to be a physically distinguished point that
can be identified by visual cues but its identification is rather the result of the application of the
model to aheavy body. In fact, the centre of gravity model can be applied to every body whether
it physically resembles a balance or not. Thisis the step taken by Archimedesin hiswork on the
equilibrium of plane figures.t3

To what kind of knowledge does the centre of gravity model belong? It is clearly rooted in
practical knowledge dealing with balances asit is embodied in the equilibrium model and alsoin
observations on the stability of bodies. There are, on the other hand, indications of the existence
of an earlier barycentric theory collected by Dijksterhuis, which are, however, based only on
passages in later works by Heron and Pappus which still display the deficiencies in the notion of
the centre of gravity that Dijksterhuis ascribes to this earlier theoretical tradition.!* But also the
text by Archimedesitself makesit sufficiently clear that understanding the centre of gravity model

1 Mach 1988, 14.

12 Pappus, Collections; Hulsch 1965, 1030-31. See (Gerhard 1871, 310-11; Dijksterhuis 1956).
13" Archimedes, On the Equilibrium of Planes, Heiberg 1910, 124-138. See (Clagett 1959, 31-37).
14 Dijksterhuis 1956, 298-300.
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actually requires an explicit or implicit description of its properties. In other words, neither the
emergence nor the transmission of this mental model is conceivable without its representation by
written language. The very fact that the model is applicable to all heavy bodies suggests that it
could hardly have emerged in the context of practitioners’ knowledge dealing with specialized
domains but that the model rather belongs to theoretical knowledge.

It istherefore plausible to assume that the centre-of-gravity model resulted from areflection on
the applicability of the equilibrium model to all bodies. Indeed, the application of a mental model
to different objects and processes and the outcome of such applications may becomethemselvesthe
object of reasoning that produces new knowledge, provided that such knowledge is appropriately
represented—in our case by written language. Knowledge about knowledge structures may thenin
turn change these knowledge structures. Thus, the application of a menta model may lead to
changes—in our case to a generalization—of that model by a deliberate reorganization of its
structure as the result of the accumulated meta-knowledge obtained by reflection.

Asan examplefor such areorganization take the transformation of the concept of fulcrum into
that of the centre of gravity. Whilein the equilibrium maodel the fulcrumis primarily characterized
by its physical properties as the turning point of a balance, and only then by the functions it takes
on as a consegquence of the application of the model, in the more developed model, these
secondary properties now become the primary properties of the centre of gravity. Because of the
new abstract quality which the concept of fulcrum assumes when generalized to the concept of
centre of gravity, it can now be applied iteratively, making it possible, in particular, to conceive
the point of suspension of aweight on a balance in turn as the new fulcrum of another balance.
This iterative application of the concept of centre of gravity is in fact the crucial feature of
Archimedes proof. As figure 2 shows, even this iteration may still be visualized as a complex
combination of balances—with theimportant difference, however, that the substitution operations
necessary to make Archimedes' proof work are justified only for the abstract concept of centre of
gravity and not for concrete balances.

Our answer to the question of the epistemic roots of Archimedes' proof of the law of the lever
can hence be summarized asfollows: The proof makes essential use of the centre-of-gravity model
which resultsfrom areflective abstraction of the equilibrium model rooted in practical knowledge,
made possible because of the representation of this knowledge in terms of written language.
Although the postulates with which Archimedes work begins make no mention of levers, balances
or fulcrums, but only speak of weights, magnitudes, distances, and centres-of-gravity, they
nonethel ess actually describe operations of adding and taking away weights on a balance.'®

Euclid' s Proof of the Law of the Lever

The key idea of the proof

Fortunately, the far-going implications of this interpretation of Archimedes proof for an
epistemol ogical understanding of the origins of theoretical mechanics can be checked by comparing
it with another early proof of thelaw of thelever ascribed to Euclid. Euclid’ s proof is preserved only

15 Archimedes, On the Equilibrium of Planes, Heiberg 1910, 124, Clagett 1959, 31.
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in Arabic and its ascription to Euclid is even somewhat doubtful.1® The following discussion is

restricted to adescription of the proof’ s key ideaand leaves out most of the technicalities, just aswe
have done for Archimedes proof. Euclid's proof starts with a description of a peculiar set-up:
Imagine a cross-like structure formed by rigid but weightless beams supported at its middle point
(figure 4).17 One corner of the cross is closed by two further weightless beams forming a square.
Since al beams are weightless, the planar structure supported in the middie will obviously be stable.
It will also remainin equilibrium if three equal weights are positioned on it, two at the open ends of
the cross at a and e, and one at the corner point h of the square. The author justifies this fact by
imagining that each of the main beams of the structure can be conceived as the arm of a balance,
moveable only around an axisformed by the other beam. Then one of the weightsis placed right on
the axis of rotation and has hence no effect on the balance, while the other two weights are placed
at equal distances from the fulcrum and hence keep the balance in equilibrium. The fact that one of
these weightsis directly attached to the beam while the other is attached at a certain distance from
it by means of another of the beams forming the complex structure is considered to be of no effect
sincethe latter beam comes off vertically from the beam of the balance so that it does not affect the
distance of the weight from the axis of rotation.

d
Figure 4

Since this structure is hence in equilibrium around any conceivable axis of rotation, one can
imagine that one such axis lies along the diagonal of the square crossing the suspension point
(figure 5). Without changing the distance from this axis of rotation, the two weights at the open
ends of the cross can now be moved towards this axis until they form one weight w of two units
lying on this axis. The distance | of this double weight w from the fulcrum ¢ is now just one half
the distance of the weight at the end point of the square h which has not changed its place. In other
words, a specia case of the law of the lever has been demonstrated.

16 Euclid, The Book of the Balance, Clagett 1959, 24-30.
17 Euclid actually starts with areal beam of uniform thickness rigidly fastened to an axis; then he abstracts
from both aspects when giving the proof.
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Figure5

@

Figure 6

Euclid’ s proof and Mach’s objection

The proof aswe have so far considered it displays a number of remarkable features. It refersto a
complex planar structure that at first sight has little in common with balances familiar from
practical experience. What has been shown so far is merely a special case of the law of the lever.
How can this special case be generalized? The sequel of the proof pursuing such a generalization
appearsto be even more complex. First of all, the planar construction is generalized from asquare
torectangular figure. At first sight, littleisachieved inthisway. It ismerely shown that oneweight
can be in balance with two other weights that are displaced by equal distances from their original
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positions at the fulcrum of the balance and at the end of the other lever arm, respectively. The
crucia point, however, isthat the insight into the legitimacy of such displacements is then taken
asthe basis for justifying an approach similar to that familiar from Archimedes' proof. In fact, if
it is possible to move two equal weights by equal distances, one towards, the other away from the
fulcrum, then it is possible to transform an equal distribution of weights along the beam of a
balance into one weight concentrated at its middle point. In other words, the author so
demonstrated the legitimacy of the operations criticized by Mach because they were supposedly
used by Archimedes. In fact, however, they occur only in the proof of Euclid but here asthe result
of a complex justification based on projecting displacements in the plane onto displacements
along the beam of alever. In order to characterize this quality of weights, Euclid even introduces
aterm characterizing the effect of aweight on abalance, the force of heaviness.!8 In terms of this
concept, his proof amounts to showing that the displacements leave the force of heaviness
unchanged, just as Archimedes proof amounts to showing that the centre of gravity is left
unchanged by passing from a symmetric to an asymmetric constellation.

On what knowledge is the proof based?

The most remarkable aspect of Euclid’s proof, if compared to that of Archimedes, is perhaps the
fact that it proceeds without involving the concept of centre of gravity. On what knowledge then
is Euclid's proof based? Like Archimedes' proof it starts from a number of assumptions that are
closely related to the equilibrium model associated with the ordinary balance. But again, asit was
the case of Archimedes’ centre-of gravity model, these assumptions actually characterize amental
model far more general than the equilibrium model, a model one could call the “force-of-weight
model.” Similar to the centre-of-gravity model, it was based on practical experiences, in particular
on the experience gained with unequal-arms balances that differences of weight can be
compensated by differences of length. But also similar to the centre-of-gravity model, the
theoretical character of this model depended on the formulation of its properties in terms of
written language. As a matter of fact, Euclid’'s proof starts from rather artificial looking
assumptions about the indifference of the equilibrium state with regard to displacements of the
weights perpendicular to the axis of rotation. While these assumptions can easily be made
plausible for the default case of an equal-armed balance, they determine a mental model with a
much greater range of applicability, including, in particular, such strange planar constructions as
used in the proof. As a matter of fact, the statements of the properties of the model are evidently
formulated in such a way that they are apt to legitimize precisely the operations that need to be
performed on these constructions in order to make the proof work. The postulates may hence be
considered as the result of areflection on such operations. But in spite of the contrived character
of Euclid' s postulates, the theoretical model he used had as wide a range of applicability as
Archimedes centre-of-gravity model. Both constitute reflective abstractions not just of the
specific operations used in the proofs but generally of operations on balances.

Our answer to the question of the epistemic roots of Euclid's proof of the law of the lever can
hence be summarized asfollows. The proof makes essentia use of the force-of-weight model which

18 quwat al-thigl. See Clagett 1959, 27.
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results from areflective abstraction of the balance-lever model rooted in practical knowledge, made
possible because of the representation of this knowledge in terms of written language.

The Aristotelian Origin of Mechanics (I1)

The above analysis of the proofs of Archimedes and Euclid has highlighted the role of written
representations of practical knowledge as starting point for the theoretical reflection yielding the
abstract concepts at the core of theoretical mechanics. This brings us back to Aristotle's
“Mechanical Problems,” which in fact constitutes a kind of missing link between the tradition of
practical knowledge and the theoretical tradition usually considered to constitute the origin of
mechanics asascience. Indeed, Aristotle' stext not only transposes the experience of practitioners
with unequal-armed balances into the medium of written language, formul ating the balance-lever
model which captures the practioners experience that differences of weight can be compensated
also by differences of lengths, thus providing the stepping stone for Euclid’s proof based on the
force-of-weight model. It also contains afirst generalization of the equilibrium model to the case
of abalance with amaterial beam, that is, a beam which itself possesses weight, thus offering the
crucia stepping stone for Archimedes proof based on the centre-of gravity model, as we shall
now see. Considering an equal-arms balance with an extended, material beam, it is necessary to
distinguish between the case in which the balance is suspended from above and the case in which
it is supported from below. In fact, a balance displays different behaviours when its equilibrium
is disturbed by adding or removing a weight in these two cases, as Aristotle’s question makes
clear:!®

E

Figure 7. Why isit that, when one removes the weight that hasinclined
the balance downwards, it rises again, but that, when it is supported
from below, the balance does not rise but remains where it is?

The answer to Aristotle’ s problem is based on considering the perpendicul ar line across the point
of suspension which represents a plane dividing the balance in two parts. The relation between the
weights of these two parts of the balance now decides whether or not the balance rises again. In
this way, the equilibrium model is generalized to apply to the suspended beam itself, without the

19 Aristotle, Mechanical Problems, 850a3-6.
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weights usually attached to a balance. The criterion for whether it moves or remains at rest is now
no longer the relation between such weights but that between the two parts divided by the
perpendicular plane across the point of suspension. Although applied to the specia case of the
material beam of a balance either suspended from above or supported from below, this model
works quite generally for all bodies and if pursued naturally singles out the case in which the two
parts are aways of equal weight. If one moves the suspension point down through the beam and
moves the fulcrum up through the beam, one reaches a point where the downwardly displaced side
of the beam is neither greater nor lesser than the other side. For the material beam this happens if
it is suspended in the middle rather than from above or below, in other words, if it is suspended
from its centre of gravity—a conclusion that Aristotle does not in fact draw although his explicit
program is to identify suspension point, fulcrum, and centre of the circle. And he only compares
the sizes of the areas without taking into account whether the area and thus the weight is evenly
distributed on both sides of the suspension point.°

Aristotle’ s argument thus provides, when read in reverse, afirst characterization of the centre
of gravity as the point from which suspended a body will remain at rest and preserve its position.
This characterization is exactly the definition of the centre of gravity later given by Pappus and
ascribed to an early tradition of barycentric theory by Dijksterhuis. Our analysis suggeststhat this
tradition goes actually back to the Aristotelian “Mechanical Problems’ and hence to what
probably represents the first encounter of theoretical tradition and practical traditions.

The Character of the Ancient Proofs

In conclusion, what is the character of the ancient proofs of the law of the lever from the
perspective of historical epistemology? Where do the concepts on which these proofs depend
come from and what makes these proofs convincing? The law of the lever, the centre of gravity,
theindifference of the effect of aweight with regard to displacements perpendicular to the axis of
rotation of a balance, the force of heaviness on a balance changing with its position, al of these
concepts are, as we have seen, reflective abstractions resulting from mental models rooted in
practical experience, in particular the equilibrium model and the balance-lever model. The
representation of these models in the medium of written language constituted not only the basis
for using these model s far beyond the original extension of their range of applicability but aso the
presupposition for reflecting on the properties of the model as they are revealed by “running or
applying it.” Whereas the original mental model emerged from a reflection on the operations
directly performed with the real object, secondary abstractions such as the centre of gravity or the
force of a weight resulted from a reflection on mental operations represented by language and
performed in order to explore the properties of the model and its application. In fact, the
conclusion that al heavy bodies have a unique centre of gravity with certain properties directly
results from a reflection on the use of the equilibrium model and the balance-lever model for

20 The barycentric theory reconstructed by Dijksterhuis (1956, 298-300) found the center by dividing a
plane figure into two parts of equal area or weight. However, depending on how the area, and thus the
weight, isdistributed, the body may or may not in fact bein equilibrium at this point. Asymmetric figures
need not balance on the orthogonal plane dividing them in half.
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interpreting mechanical devices, as it is illustrated in the treatise by Aristotle and in practical
procedures described in Heron.?! Insofar as these interpretations work, every body to which they
apply has a point that corresponds to the fulcrum of a balance. If the identification of this point
turns out to be independent of the specific way in which the model is applied to a particular body,
it must be unique. Such a conclusion obviously proposes that the application of the model itself
has become the object of reflection, justifying our characterization of it as a secondary reflection.
Without the representation in terms of language, this could hardly have happened.

According to our interpretation, a similar process of reflective abstraction has brought about
the concept of force of heaviness. Aswe have pointed out, this concept resulted from areflection on
the implication of the balance-lever model that weight differences can be compensated by
differencesin length. The fact that a small weight may balance alarger weight if it is placed at a
larger distance can be interpreted according to the equilibrium model as an equivalence between
the force and the weight involved. Thisinterpretation may now trigger amodification of the force
concept which is differentiated so that force no longer simply equals the weight but is qualified
according to the position of the weight. This can aso be found in Vitruvius in a more practical
context where he explains how the small counterweight of the steelyard can balance out a“ greater
force’ by its momentum ponderis.??

On this background we recognize the ancient proofs of the law of the lever as athird step in
the genesis of mechanics, after the invention of balances with unequal arms and after the
theoretical constitution of the equilibrium and balance-lever modelsin the Aristotelian mechanics.
Although all three steps are temporally close, they are genetically distinct because each step builds
on the preceding one. The proofsthus presuppose not only the practical knowledge about balances
with equal and unequal arms, which gave rise to the equilibrium and the balance-lever model, but
also the constitution of concepts of theoretical knowledge such as centre of gravity and force of
heaviness, which result as reflective abstractions from these models. Both proofs involve, however,
not only these abstract concepts but also, just like the proofs of Euclidean geometry after which
they are modelled, complex constructions corresponding to physical arrangements and the
operations performed on them. While in Euclidean geometry the physical operations are
constructions performed with compass and ruler, they here correspond to operations with
balances. And just as the admissible operations in Euclid’'s geometry are formulated in the
postulates, the postul ates here circumscribe the admissible operations with abalance. In thisway,
the practical knowledge about balances continued to provide the empirical grounding that made
these proofs convincing.

Max Planck Ingtitute for the History of Science, Berlin

21 Heron, Mechanics, Nix/Schmidt 1900, 64-67.
2 Vitruvius, De architectura, X.iii.4
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Aristoteles, Arquimedes y los origenes de la mecanica:
perspectiva desde |a epistemol ogia historica

Jurgen Renn, Peter Damerow, Peter McLaughlin
(lecture version)

Laley delapaanca desde la perspectiva de una historia
alargo plazo del conocimiento mecanico

La ciencia de la mecanica tiene mas de dos mil afios de historia. Sus origenes se hallan
estrechamente asociados a nombre de Arquimedesy su pruebade laley delapalanca, que no solo
es unade las primeras leyes mecénicas en ser formuladas y demostradas, sino que jugd un papel
dominante a través de la historia del conocimiento mecanico. Gracias a un trabajo conjunto con
mis colegas del Instituto Max-Planck de Historia de la Ciencia, a continuacién voy aanalizar los
origenes de la mecénica, desde la perspectiva de la “ epistemologia histérica’” que desarrollamos
en nuestra institucion. La epistemol ogia histérica en este sentido pretende la comprension de las
estructuras de desarrollo del conocimiento alargo plazo.

Incluso una primera panordmica sugiere que la historia a largo plazo del conocimiento
mecanico puede ser dividida en seis periodos distintos:

Periodo del conocimiento mecanico

El primer periodo podemos llamarlo simplemente “prehistoria de la mecanica’; abarca el largo
periodo de tiempo durante € que las culturas humanas acumularon conocimiento mecanico
préctico sin que este conocimiento esté documentado en forma escrita, ni hubiera desarrollo de
teorias sobre él. Aunque los origenes de otras ciencias como las mateméticas y la astronomia
pueden remontarse hasta las antiguas civilizaciones urbanas de Babylonia y Egipto, de modo
sorprendente no es éste € caso de la mecanica. De hecho, aunque hay numerosas fuentes que
atestiguan los proyectos de grandes edificios en estas civilizaciones, no hay un simple documento
referente a desarrollo mecénico que implicaban tales obras.

El siguiente periodo es & que propiamente merece el nombre de “origen de la mecanica’.
Contiene, en particular, laformulaciéon y pruebade laley de la palanca. De modo més general, se
caracteriza por la aparicion de los primeros tratados escritos dedicados ala mecanicay lafisica,
asociados a nombres tales como Aristétel es, Euclides, Arquimedesy Herdn. Estas obras tuvieron
un enorme impacto sobre e desarrollo subsiguiente. La fisica aristotélica va a suministrar €l
fundamento conceptual de las teorias fisicas hasta el advenimiento de la mecénica clésica.

El tercer periodo se caracteriza, en sus inicios, por la transformacion de la mecanica en una
“cienciadebalanzasy pesos’, enlaque unavez méslaley delapalancajugd unimportante papel.
Abarca la Edad Media arabe y latina, que vio la produccién de una extensa literatura mecanica
enfocada, sin embargo, sobre un corto niimero de temas.

El cuarto periodo es € de la mecanica preclasica, arrancando desde los bosguejos de
ingenieros renacentistas como Leonardo da Vinci hastalas obras de madurez de Galileo Galilei.
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En contraste con el periodo precedente se ocupa de un creciente nimero de temas, entre ellos
el plano inclinado, el péndulo, € movimiento de los proyectiles, €l resorte, etc. No obstante, laley
de la balanza sigui6 jugando un papel importante como fundamento de la mecanica preclasica.

El quinto periodo es &l del “desarrollo de la perspectiva mecanicista’. Se extiende desde las
primeras visiones totalizadoras de un cosmos mecanico, como la de Descartes, mediante el
establecimiento de la mecanica clasicay luego analitica, hasta los intentos de los cientificos del
siglo X1X de construir lafisica sobre una base completamente mecanica.

El sexto periodo es € de la decadencia de |a perspectiva mecanicistay ladesintegracion de la
mecanica hacia 1900, asociado a la emergencia de la fisica modernay su revolucion conceptual
representada por larelatividad y la mecanica cuantica.

Esta ojeada a vista de pgjaro sobre €l desarrollo alargo plazo de la mecénicaplanteauna serie
de cuestiones probleméticas. Por jemplo, ¢Por qué y como surgié la mecanica en la Grecia
antigua y no antes? ¢Qué tipo de conocimiento hizo posible la ley de la palanca y qué
conocimiento se requeria para probarla? ¢Qué produce las notorias diferencias entre la ciencia
medieval delos pesosy la mecanica preclasica? ¢Qué tipo de conocimiento empirico posibilité la
emergenciade lamecanicacléasicay qué produce su notable estabilidad durante mas de 200 afios?
¢Como se explica la estabilidad ain mayor de lafisica aristotélica durante més de 2000 afios?

Tres tipos de conocimiento

En vista de las notables continuidades y discontinuidades del desarrollo del conocimiento
mecanico es tentador buscar razones accidental es que expliquen su historia, ho conectadas con la
naturaleza intrinseca del conocimiento mecanico. ¢Pero es acaso plausible explicar, por gemplo,
el largo dominio de lafisica aristotélica, que se extiende incluso hasta € periodo de la mecanica
preclasica, con su amplia actitud antiaristotélica, meramente por factores externos como la
adopcion de la filosofia aristotélica por la Iglesia Catdlica como doctrina oficia? Tales
explicaciones s6lo suenan convincentes si se asume que € conocimiento cientifico esta
exclusivamente constituido por las ideas cientificasy lasteorias.

Sin embargo, si se tienen en cuenta otras dimensiones del conocimiento, tales como €
conocimiento intuitivo que gobierna el pensamiento y la conducta en nuestro entorno natural,
resulta mucho mas plausible asumir que ciertos aspectos de la fisica aristotélica eran tan
convincentes para los estudiosos medievales y premodernos como o son aln hoy paralos nifios
y estudiantes de secundaria.

Resumiendo: me gustaria sefialar que la comprension del desarrollo a largo plazo del
conocimiento mecanico debe tener en cuenta, ademas del conocimiento teorético usual mente
considerado por la Historia de la Ciencia, otros dos tipos de conocimiento: lafisicaintuitivay el
conocimiento préctico.

La fisica intuitiva se basa en experiencias adquiridas de modo casi universal en cuaquier
cultura mediante la actividad humana. Un segundo tipo de conocimiento mecanico gque precede a
cualquier tratamiento tedrico es el conocimiento mecanico practico, esto es, el conocimiento
alcanzado trabajando con instrumentos mecanicos como la balanza. Al contrario que €
conocimiento mecanico intuitivo este otro tipo de conocimiento no es compartido de modo
universal por todos los seres humanos. Esto se halla estrechamente ligado a la produccién y uso
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de tales instrumentos por grupos de profesionales, y consecuentemente se desarrollaalo largo de
lahistoria.

El andlisis de larelacion entre los diversos niveles de conocimiento y su desarrollo requiere
una descripcion apropiada de la arquitecténica del conocimiento. En nuestro acercamiento ala
epistemologia historica usamos el concepto de “modelos mentales’, tomado de las ciencias
cognitivas y adaptado a sus propias necesidades. Los modelos mentales son estructuras de
representacion que permiten extraer inferencias a partir de experiencias previas con objetos y
procesos complejos, incluso cuando se dispone solamente de informacién incompleta sobre ellos.
Ademas, | as conclusiones basadas en model os mental es pueden ser corregidas, a contrario que en
la l6gica formal, segiin la cual hay que descartar un sistema deductivo si una de las premisas
resulta ser falsa

Un modelo mental consta de unared relativamente establ e de inferencias posibles conectando
inputs variables. Usamos el término “slots’ para indicar 1os nodos en la estructura que deben
rellenarse con inputs que tienen que satisfacer condi ciones especificas. Aplicar un modelo mental
presupone una adaptacion de conocimiento especifico a su estructura, esto es, la entrada de
informacién compatible con las condiciones de |os dots queda configurada en ellos. El rellenado
delos dlots es €l proceso crucial que decide la adecuacion y aplicabilidad de un modelo mental a
un obj eto o proceso especifico. Unavez que laconfiguracién hatenido éxito, esdecir, si laentrada
de informaci 6n satisface las condiciones de los slots, €l razonamiento sobre el objeto o proceso se
halla en gran medida determinado por €l modelo mental.

M odel os mentales

Consideremos un gjemplo; el modelo “movimiento-implica-fuerza” arrojala conclusion, cuando
esta implicado en la interpretacion de un proceso de movimiento, de que €l objeto moévil es
movido por una fuerza gercida sobre é por algin motor. Mientras que esta conclusion es
incorrecta desde la perspectiva de la fisica clasica, ya que contradice el principio de inercia de
Newton, concuerda sin embargo con la dinamica aristotélica. Y 1o que es més importante en
nuestro contexto, e modelo “movimiento-implica-fuerza’ representa experiencias humanas
elementales. De hecho, cuando observamos algun objeto mévil, como un coche por una calle,
suponemos normalmente que hay algiin motor funcionando que lo dirige mediante su fuerza,
incluso cuando e motor mismo y su fuerza no pueden ser directamente observados. La
informacion que faltaacerca del motor es sustituida por los valores por defecto del model o basado
en experiencias previas. Sin embargo, s eventualmente se llega a disponer de informacion
empirica adicional, como cuando una mirada mas proxima revela que el coche no esta siendo
conducido por su motor, sino empujado por su conductor, entonces estainformacion reemplaza al
valor por defecto original, sin desafiar por €llo a modelo mismo.

L os model os mental es rel evantes para la historia de |la mecéanica o pertenecen a conocimiento
general compartido o al conocimiento compartido de grupos especificos. En consecuencia pueden
estar relacionados con |os tres tipos de conocimiento que mencionamos anteriormente. Asi pues
hay, lo primero de todo, modelos bésicos de fisica intuitiva. Un gemplo es e modelo
“movimiento-implica-fuerza’ antes descrito. Otro grupo de modelos mentales forma parte del
conocimiento especifico de profesionales mas 0 menos especializados. Su transmision histérica
esté conectada con la de los modelos reales que actan como sus representaciones externas.
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Finalmente estan los modelos mentales que pertenecen a conocimiento teorético y que se
transmiten mediante una descripcion explicita de su estructura y de las condiciones de sus
aplicaciones.

Consideremos algunos € emplos. Una experiencia fundamental del conocimiento profesional
desde los tiempos antiguos es la equivalencia del peso de un cuerpo y la fuerza requerida para
levantarlo. Esta equivalencia se encuentra recogida de modo prototipico en un modelo real, €l de
labalanza de brazos iguales. De hecho, lafuerza que mantiene la balanza en equilibrio esigual a
peso en laescala. Por tanto, [lamamos a este model 0 de compensaci on entre fuerzay peso “ modelo
de equilibrio”. Sin embargo, € conocimiento préactico de los técnicos e ingenieros de la
Antigledad implica también otras experiencias bésicas, y en particular, la experiencia de como
puede uno sustraerse a la condicion de equivalencia entre peso y fuerza. En efecto, el arte del
mecanico consistia precisamente en superar € curso natural de las cosas con la ayuda de
instrumentos como la palanca. Segun este conocimiento, un instrumento mecanico sirve para
alcanzar, mediante una fuerza dada, un efecto “no natural” que no podria haberse conseguido sin
el instrumento. Asi pues, hemos llamado al modelo subyacente en este conocimiento “modelo
mecanico” — segln el término griego “mechanae’, que significaalavez, instrumento mecanicoy
trampa, origen de la palabra “ mecénica’.

Laley delapaancay lainvencion de balanzas de brazos desiguales

Problemas de Mecéanica

El primer tratado sobre la mecénica que nos ha llegado, es €l Ilamado Problemas de Mecénica
tradicionalmente adscrito a Aristételes que nacié casi un siglo antes que Arquimedes, en el 384
antes de nuestra era.

En el centro del tratado est4 el problema de combinar |a fisica aristotélica, segiin la cua un
efecto debe ser proporcional asu causa, con €l conocimiento plasmado en el “modelo mecanico”
gue supone que una pequefia fuerza puede lograr un gran efecto por medio de una tecnologia
mecanica.

Los Problemas de Mecanica consisten esencialmente en treinta y cinco preguntas y sus
respuestas; y casi todas siguen precisamente el mismo patrén argumental. Primero, se presenta un
problema comenzando con una pregunta como: “Por qué esque ...,” seguido por ladescripcion de
un mecanismo o técnica que le posibilita superar una gran fuerza por unamas pequefia. Segundo,
ciertos elementos de los arreglos mecanicos construidos a tal fin se identifican con las partes
esenciales de la palanca, esto es, con la barra, € fulcro, lafuerza motriz, y e peso a mover. En
tercer lugar, la aplicacion siempre del mismo principio que se consideraba como caracteristico
tanto de la palanca como de la balanza.

Este esquema silogistico puede ser concebido como la aplicacion de un cierto model o mental
que nosotros hemos Ilamado e “modelo balanza-palanca’. Ello sirve para explicar como es
posible que una fuerza pueda producir un efecto mayor que € natural, aplicando un artilugio
mecanico, en contraste con la estricta proporcionalidad entre fuerza y efecto sugerida por €l
modelo “movimiento-implica-fuerza’ que subyace ala dinamica aristotélica.
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Laley delapaanca

¢Peroy sobre laley de la palanca? ¢Conacia esta ley € autor de los Problemas de la Mecanica?
El problema tres del tratado, toca explicitamente el tema de la palanca. De acuerdo con €l
planteamiento general del argumento € problema se plantea de la siguiente forma:

¢Por qué sucede que pequefias fuerzas pueden mover grandes pesos por medio de la palanca?

A lo largo del argumento, la palanca es identificada, punto por punto, con una balanza de brazos
desiguales. Entonces, de repente, aparece laley de la palanca:

Hay tres elementos en lo relativo ala palanca, €l fulcro, € nlcleo o centro, y los dos pesos,
el que causael movimientoy el que esmovido. Ahoralarazén entre el peso movidoy el peso
gue mueve estd en razon inversa alas distancias a centro.

Laultima afirmacién no se deduce del argumento precedente, ni siquiera es usado en este u otro
punto del tratado, ni tampoco en & desarrollo de la balanza de brazos desiguales. Esta
desconcertante aparicion de laley de la palanca, plantea incluso la posibilidad de que el pasgje
correspondiente haya sido introducido en € texto por algin copista posterior. Si Aristételes
considerd estaley alguna vez, ciertamente fracasd en reconocer su importancia.

La balanza de brazos desiguales

¢Pero gque nos dice este tratado de la mecénica sobre los conocimientos en los que se baso €l
descubrimiento de la ley de la palanca? Acabo de mencionar que € texto trata también de la
balanza de brazos desiguales, aungue sin hacer uso de la ley de la palanca para explicar su
funcionamiento. ¢Pero qué cosa fue primero: la balanza de brazos desiguales o la ley de la
palanca?

Esta cuestion apunta a una sorprendente coincidencia temporal. La balanza fue inventada
probablemente en laprimeramitad del tercer milenio antes de nuestraera. En Egipto los primeros
grabados de balanzas datan del Imperio Antiguo. En Mesopotamia, € uso de balanzas esta
documentado por medidas de peso que aparecen en documentos del temprano periodo dinastico
Fara, esto es, alrededor de 2700 (dos mil setecientos) antes de nuestra era.

Entonces, durante casi 2500 (dos mil quinientos) afios no sucedi6 nada substancial, al menos
en lo que concierne alas técnicas de pesadas. Después de este gran periodo de estancamiento, dos
cosas sucedieron virtualmente al mismo tiempo. Se inventaron las balanzas de brazos desiguales
y, se cred lacienciade lamecanica a partir del descubrimiento de laley de lapaanca.

Que lainvencion de la balanza de brazos desigual es precedi6 alos primeros textos mecani cos
esta indicado por un texto literario que data de alrededor de cien afios antes de los Problemas de
la Mecanica: lacomedia“Paz” de Aristéfanes que ya contiene una broma sobre una balanza de
brazos desiguales construida a partir de una trompeta. Para convencernos de gue fue realmente
posible producir una balanza de brazos desiguales sin la ley de la palanca, hemos reconstruido
sisteméticamente los conocimientos necesarios para la invencién, produccion y uso de tales
balanzas.

65



Jirgen Renn, Peter Damerow, Peter McLaughlin

A lolargo de este estudio se han investigado | os conoci mientos mecani cos de diversas culturas
incluidas las Griega, Romana, China e Incaica, con e andlisis de hallazgos arqueol6gicos y
también con las précticas artesanales que han sobrevivido. Tanto nuestro andlisis de las antiguas
balanzas, en particular las de la gran coleccién de balanzas romanas conservadas en Pompeya,
como nuestro trabajo sobre las practicas tradicionales en Italiay en China han mostrado que los
cllculosrelativos alaley de la palanca no juegan un papel en esas précticas tradicional es.

Por otra parte, ha quedado también claro que las estructuras de conocimiento documentadas
en los Problemas de Mecanica, resultan de una reflexién de experiencias hechas posible por la
invencion de la balanza de brazos desiguales.

La Prueba de Arguimedes de laley de la palanca

Laidea clave de laprueba

Este primer encuentro entre el conocimiento tedrico y préctico, representado por €l texto de
Aristoteles, habia tenido lugar hacia tiempo, cuando en algin momento del siglo Il antes de
nuestra era, Arquimedes escribié su tratado sobre e equilibrio de los planos, que a principio
conteniaunademostracion de laley de lapalanca, formulada en las proposiciones sextay séptima
del mismo. El tratado hace uso de sofisticados argumentos mateméticos que incluyen, en
particular, ladistincién entre canti dades conmensurabl es e inconmensurables. No obstante, laidea
clave puede ser expresada en términos relativamente simples tomando un ejemplo especifico.

Primer paso: Considérese una barra dividida en seis unidades equidistantes y mantenida en su
punto medio —por tanto en equilibrio— Considérese ademés dos pesos; uno compuesto de cuatro
unidades de peso, y €l otro de dos unidades de peso.

Figural
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Segundo paso: Ahora se toman las seis unidades de peso y se sitlian cadaunade ellas en el punto
medio de cada una de las seis secciones de la barra. Entonces es evidente que la barra seguira
estando en equilibrio.

"B EEEE

Figura2

Tercer paso: Luego se asume que el efecto de las cuatro unidades de peso no cambia cuando son
situadas no una a una en la barra, sino cuando estén concentradas en su punto medio, como se
muestra en la figura. Igualmente se asume gue también el efecto de las dos unidades de peso no
cambiasi estén concebidas como concentradas en su punto medio.

e d
| . . c h [T} k
A B
Figura3

En otras palabras, €l equilibrio de la configuracién total continGa inmutable cuando los pesos
originales de las cuatro, respectivamente, de las dos unidades, estéan ubicados en esos puntos
medios. Asi, hemos |legado a una situacion en laque el peso A de cuatro unidades estd situado a
una distancia de una unidad y €l peso B de dos unidades esta colocado a una distancia de dos
unidades. Si € equilibrio no hacambiado por esta concentracion, habremos, por tanto, establecido
un caso especial delaley delapaanca
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La prueba genera sigue esencialmente la misma linea de razonamiento preparada por un
nimero de postulados expuestos al comienzo del tratado y en las proposiciones precedentes
derivadas de ellos.

La critica de Mach sobre |la prueba de Arquimedes

Queda claro que @ punto critico de la prueba de Arquimedes es, sin embargo, no su parte
matematica, sino e Ultimo paso de nuestro andlisis, esto es, la cuestion de la legitimidad de
sustituir un grupo de pesos iguales, situados a distancias iguales en una barra, por un Unico peso
igual asu sumay ubicado en €l punto medio de la distancia abarcada por estos pesos.

La legitimidad de esta concentracion de los pesos ha sido cuestionada a finales del siglo
diecinueve por € historiador y fil6sofo de la ciencia Ernst Mach. El argument6 que este paso
presupone practicamente |o que tiene que ser demostrado, laley delapalanca. De hecho, defendié
gue este paso supone la hipotesis de que desplazamientos igual es de un peso situado en una barra
desde y hacia € punto de soporte se anulan uno a otro, lo cual supone que € efecto de un peso
ubicado en una barra es una funcion linea de distancia, una presuposicion esencialmente
equivalente alaley delapalanca.

Un estudio mas cercano alapruebade Arquimedesrevela, sin embargo, que @ en realidad no
habla sobre esos desplazamientos de pesos. En su andlisis, €l historiador Dijksterhuis enfatiza que,
en el paso critico de su prueba, Arquimedes hace uso del concepto de centro de gravedad para
justificar que los pesos originales mantienen el sistemaen equilibrio.

Sin analizar en detalle e curso delalineaargumental de Arquimedes, queda claro que su uso
del concepto de centro de gravedad presupone esencialmente tres propiedades:

1. El centro de gravedad de una configuracion simétrica como la utilizada en la prueba estard en
el punto medio de la configuracion.
2. Si un cuerpo es mantenido (o suspendido desde) su centro de gravedad, estara en equilibrio.

3. Cuerposdeigual peso pueden ser sustituidos uno por € otro sin que cambie el estado de
equilibrio en tanto sus centros de gravedad coincidan.

De hecho, estas propiedades estan todas introducidas en la primera parte del tratado, bien en los
postulados, o en las proposiciones demostradas.

La tercera propiedad esta formulada, a parecer, de manera un tanto oscura, como sexto
postulado, en €l que selee:

Si magnitudes a ciertas distancias estan en equilibrio, otras (magnitudes) iguales a ellas
estaran también en equilibrio alas mismas distancias.

El término “magnitud” es usado por Arquimedes para denotar un cuerpo genérico de forma no
especifica en la medida en que puede ser representado por su centro de gravedad y su peso. Esto
es, “magnitud” describe una entidade compatible con €l sistema axiomético de Arquimedes. El
sexto postulado propone, por tanto, que magnitudes iguales en este sentido abstracto pueden ser
sustituidas unas por las otras si colocadas en la palanca (o suspendidas desde unabalanza) sin que
se modifique el estado de equilibrio. Entendido esto, el paso crucia de la prueba de Arquimedes
estajustificada.
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¢En qué conocimientos esta basada la prueba?

¢Pero, esta élla realmente justificada? Permitanme retornar unavez mas alacritica de Mach.
El punto de partida de su andlisis era de asombro ante la mera posibilidad de la prueba de
Arquimedes:

A partir de la mera presuposicion del equilibrio de pesos iguales a distancias iguaes jse
derivala proporcién inversa entre peso y brazo de balanzal ¢Como es ello posible?’

El andlisis anterior no ha ciertamente refutado la legitimidad de la busqueda de Mach sobre los
fundamentos epistémicos de |la demostracion de Arguimedes. ¢Cudl es el conocimiento en que se
basa esta prueba? Se responde mejor a esta pregunta con la ayuda de nuestra descripcion de las
estructuras de conocimiento en términos de modelos mentales. El concepto de magnitud de
Arquimedes, en conexion con los conceptos de peso y centro de gravedad, funciona efectivamente
como los modelos mentales introducidos anteriormente —me referiré al modelo correspondiente
como € “modelo de centro de gravedad’— Puede ser aplicado a cualquier cuerpo pesado,
permitiendo sustituirlo mentalmente por su peso total y el centro de gravedad. Sus slots son por
tanto el cuerpo pesado, su peso total y el centro de gravedad. La estructura del modelo esta
determinada sefialando que cualquier gje através del centro de gravedad convierte a cuerpo en
una balanza en equilibrio; en palabras de Pappus:

Diremos que €l centro de gravedad de un cuerpo es un punto dentro de él que es tal que, si
concebimos el cuerpo suspendido desde este punto, € peso suspendido permanece en reposo
y conserva su posicion original.

En otras palabras, el modelo de centro de gravedad permite concebir un cuerpo como unabalanza
generalizada con un fulcro y unadistribucién de pesos arededor de él. A diferenciadel fulcro, sin
embargo, el centro de gravedad no tiene que ser ya un punto distinguido fisicamente que puede
ser identificado por pistas visuales, sino que su identificacion es en realidad el resultado de la
aplicacién del modelo a un cuerpo pesado. De hecho, el modelo de centro de gravedad puede ser
aplicado a cuaquier cuerpo, se parezca fisicamente o no a una balanza.

¢A qué tipo de conocimiento pertenece el modelo de centro de gravedad? Tiene claramente
susraicesen e conocimiento practico relacionado con lasbalanzas al estar incluido en el “modelo
de equilibrio” y también en observaciones sobre la estabilidad de los cuerpos. Pero no es
concebiblelaaparicién, ni tampoco latransmision de este modelo mental sin su representacion en
lenguaje escrito y por este motivo pertenece a conocimiento teorico.

Es por tanto plausible suponer que € modelo de “centro de gravedad” se obtuvo como
resultado de una reflexion sobre la aplicabilidad del “modelo de equilibrio” atodos los cuerpos.
En realidad, la aplicacion de un modelo mental a diferentes objetos y procesos y € resultado de
tales aplicaciones pueden convertirse ellos mismos en objeto de razonamiento que produzca nuevo
conocimiento, siempre que tal conocimiento sea representado apropiadamente —en nuestro caso a
través del lengugje escrito—. Asi, laaplicacidn de un modelo mental puede conducir acambios—en
nuestro caso a una generalizacion— de ese modelo por una reorganizacion deliberada de su
estructura como resultado del metaconocimiento acumulado obtenido por reflexion.
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Como ejemplo de tal reorganizacion podemos tomar latransformacion del concepto de fulcro
en e de centro de gravedad. Mientras en el modelo de equilibrio el fulcro se caracteriza
primariamente por sus propiedades fisicas en cuanto punto de inflexion de una balanza, y sélo
entonces por las funciones que realiza como consecuencia de la aplicacion del modelo, en €
modelo mas desarrollado esas propiedades secundarias se convierten ahora en las propiedades
primarias del centro de gravedad. Debido a las nuevas cualidades abstractas que asume €l
concepto de fulcro cuando se generaliza en el concepto de centro de gravedad, puede ahora ser
aplicado repetidamente, haciendo posible que se conciba a su vez €l punto de suspensiéon de un
peso como nuevo fulcro de otra balanza. Esta aplicacién repetida del concepto de centro de
gravedad es de hecho el aspecto crucial de la prueba de Arquimedes. Como muestra lafigura 2,
incluso esta repeticion puede visualizarse como una compleja combinacion de balanzas —con la
importante diferencia, sin embargo, de que las operaciones sustitutivas necesarias para que la
prueba de Arquimedes funcione se justifican solamente mediante el concepto abstracto de centro
de gravedad y no mediante balanzas concretas.

Nuestra respuesta a la cuestion de las raices epistémicas de la prueba arquimediana de la ley
de la balanza puede ser resumida como sigue: la prueba usa esencialmente e modelo de “centro
de gravedad” resultante de una abstraccién reflexiva sobre el “modelo de equilibrio” enraizado en
el conocimiento practico, hecho posible gracias a la representacion de ese conocimiento en
términos de lenguaje escrito.

La primera instancia de tal representacion que nosotros conozcamos es la de los Problemas
de Mecanica de Aristétel es, que contiene también la primeraformulacion conservada del teorema
ademostrar, laley de la palanca. A modo de conclusion volveré una vez mas a ese texto que se
puede caracterizar apropiadamente como €l verdadero inicio de la ciencia de la mecanica. Como
ya hemos visto, el texto de Aristételes formula explicitamente el modelo balanza-palanca,
transfiriendo las experiencias de |os profesionales con balanzas de brazos desiguales a lenguaje
escrito. Pero contiene también una primera generalizacion del modelo de equilibrio para el caso
de una balanza con una barra material, es decir, una barra que tiene peso. Por lo que se ve, es
necesario distinguir entre el caso en el que la balanza esta suspendida desde arribay el caso en €l
que esté sostenida desde abgjo.

Il

Figura 4: ¢Por qué ocurre que, cuando uno quita el peso que hainclinado hacia abajo
la balanza [cuando esta suspendida desde arriba] se eleva otra vez, pero cuando esta
sostenida desde abgjo, la balanza no se eleva sino que se queda donde est4?
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Larespuesta se basaen considerar lalineaperpendicular que atraviesael punto de suspension, que
representa un plano que divide la balanza en dos partes. La relacién entre los pesos de estas dos
partes de la balanza decide ahora si ésta se elevara de nuevo o no. De este modo, €l modelo de
equilibrio se generaliza para aplicarlo a la propia barra suspendida, sin 10s pesos que suelen
acompafiar una balanza. El criterio para que se mueva o se quede en reposo no consistirdyaen la
relacion entre esos pesos, Sino en la relacion entre las dos partes divididas por € plano
perpendicular que atraviesa el punto de suspensiéon. Aunque aplicado a caso especial de labarra
material de una balanza, bien suspendida desde arriba o sostenida desde abgjo, este modelo
funciona paratodos los cuerpos 'y selecciona de modo natural el caso en el que las dos partes son
deigua peso. Con la barra material esto ocurre si ésta queda suspendida por la mitad; en otras
palabras, s esta suspendida desde su centro de gravedad. Por consiguiente, lo anteriormente
expuesto nos proporciona, cuando lo leemos alainversa, una primera caracterizacion del centro
de gravedad: como el punto desde € que, suspendido un cuerpo, se queda en reposo y conserva
su posicion. Sin embargo, esta caracterizacion es exactamente la definicion de centro de gravedad
dada por Pappus y adscrita por Dijksterhuis a una temprana tradicion de teoria baricéntrica. Asi
pues, nuestro andlisis ha hecho posible remontar esta tradicién hasta los Problemas de Mecanica
de Aristételes y por tanto hasta lo que representa el primer encuentro entre la tradicion tedricay
el conocimiento mecanico practico.

Max Planck Institute for the History of Science, Berlin
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El significado filosdfico de las mateméticas en la cultura griega

Sergio Toledo Prats

Voy aresumir algunos aspectos de la actividad matematica griega, durante lostres siglosy medio
gue separan a Tales de Mileto de Arquimedes de Siracusa. Me sitlio en la perspectiva defendida
por Oswald Spengler en La decadencia de Occidente, brillantemente desarrollada por Jacob Klein
en El pensamiento matemético griego y los origenes del Algebra, a saber: que cada culturatiene
su propia matemética. Lo que implica que los significados, funciones, finalidades y métodos del
guehacer matemético deben ser interpretados desde dentro de la culturaen que tienen lugar, y por
tanto, en conexion con otros elementos de €ella,  menos s pretendemos tener una perspectiva
histérica. Asi pues, no es posible trasponer sin mas los conceptos y procedimientos de los
mateméati cos griegos a nuestra cultura, alamatemética occidental iniciadaen el siglo XVI1I, como
si hubiera una continuidad sin fisuras de su sentido, de su forma, de su valor. De modo que voy a
comentar algunos avateres de lamatemética griega en relacion a otro saber con el que estuvo muy
vinculada: 1afilosofia.

Talesy la escuela de Pitagoras

Se suele considerar que la gran aportacion de los mateméticos griegos fue transformar la
matematica empirica de civilizaciones anteriores, como la mesopotamica o la egipcia, en una
matematica tedrica, es decir, en un saber que prueba o demuestra sus construcciones por
deduccién a partir de un conjunto de axiomas, postulados, definiciones. Ello fue resultado de un
largo proceso que lleva desde Tales hasta Euclides de Algjandria. La insistencia de las fuentes
antiguas en los viges de Tales y Pitdgoras por Egipto y Mesopotamia ho es sino un
reconocimiento de la deuda de las matematicas griegas con los egipcios, los fenicios y los
babilonios. Este reconocimiento alcanzaba, probablemente, no sdlo a las matematicas practicas
difundidas en Grecia por mercaderes 0 artesanos extranjeros, Sino a un corpus de conocimiento
més organizado que requeria el aprendizaje in situ.

Parece ser que la primera historia de las mateméticas fue escrita por Eudemo de Rodas, hacia
el 330 an.e, a peticion de su maestro Aristoteles, como parte de un vasto plan para recopilar
algunos saberse consolidados, a gjecutar por los miembros del Liceo. Debemos recordar que una
primera dificultad que enfrentan los historiadores actuales de la matemética preeuclidiana es la
carencia de los textos originales, ya que no se han conservado obras anteriores a la época
helenistica, y |as de esa fecha se conservan como manuscritos copiados en plena Edad Media por
bizantinosy érabes. Una segundadificultad eslafaltadeinformacion acercade latransmision oral
del conocimiento matemético, tanto respecto a los procedimientos de trabajo como respecto ala
difusién de resultados obtenidos, factor nada desdefiable si tenemos en cuenta que la escritura no
se populariza en las capas cultas de |as polis hel enas hasta | os tiempos de Platén.
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Aunque laobrade Eudemo se perdi6, al gunos fragmentos sobrevivieron, copiados por autores
posteriores, como Gémino o Proclo. Por eso sabemos que en ella se otorgaba a Tales el honor de
ser €l primer matematico griego. Los cinco teoremas cuya demostracion se le atribuye inclinan a
pensar que dichas demostraciones debian ser alin parcialmente empiricas, muy apoyadas en lo
visual, en laigualdad por simetria o superposicion de figuras; desde el punto de vistalégico quiza
se apoyaban en unaespecie de“ principio derazén suficiente”, de modo que unatesis argumentada
debia aceptarse si no habia un contragiemplo 0 un contraargumento mejor. Sin embargo,
encontramos yaen Tales el primer paso hacia la mateméticatedrica: €l paso de lo particular alo
universal. En un teorema tan sencillo para nosotros como el de que e diametro divide a circulo
en dos partes igual es encontramos la conversion de cualquier posible figura empirica circular en
lafiguratedrica “circulo”, haciendo abstraccion de sus distintos tamafios y de su disposicion en
el espacio; 1o mismo ocurre con la conversion de todos los diametros posibles en la figura
“diametro”; e igualmente queda definida la figura “centro”. O sea, todos los circulos son €l
circulo, todos los diametros son e diametro y todos los centros son el centro. La pluralidad es
sintetizada en unidad mediante la definicion de las propiedades inherentes a esas figuras.

Quien probablementeinicid el camino idiosincrético delas mateméticas griegas fue Pitagoras,
a partir de la fundacion de su secta en Crotona hacia el 525 an.e. Sus principales doctrinas
religiosas fueron la reencarnacion y la inmortalidad de las almas de todos los seres vivos. Los
pitagéricos le imprimieron una dimension mistica a las mateméticas, porque constituyen la
esencia de la Naturalezay son, por tanto, un saber sagrado. Los nimerosy las figuras son -y nos
permiten comprender— la razén fundante de los seres fisicos. A sus 0jos la prueba es clara: las
matematicas proporcionan verdades eternas, por tanto, verdades divinas, cuyo origen no es
humano, pues todo lo humano est4 sujeto a cambio y la corrupcion. Excepto € ama,
precisamente. Si tenemos en cuenta que para los griegos hay una equivalencia entre ser y pensar,
entrelaphysisy € logos, comprendemos mejor lacorrelacion entre lainmortalidad del amay las
verdades eternas. Aungue para los primeros pitagéricos ni los nimeros ni las figuras existen
separados de |os objetos que cuentan y modelan, la idea de “ propiedad matematica eterna’ hara
emerger e concepto de “verdad” como categoria fundamental del logos, con una fuerza
cuasidivina, como podemos comprobar viendo la persistencia de laidea de “verdad eterna” en €l
pensamiento teol dgico, filoséfico y cientifico de Occidente hasta ayer mismo.

Lateoriafisica pitag6rica es consecuente: se basa en latesis de que “las cosas son nimeros”.
Consideran que las cosas estan formadas por una cantidad determinada de particul as, todasiguales
entre si, como si fueran una especie de puntos materiales, con dimension. Las propiedades de las
cosas dependerian del nimero de particulas y de su configuracion geométrica. Asi pues, los
pitagoricos son los primeros atomistas griegos. La profunda vinculacion que establecieron entre
aritmética y geometria ha motivado que algunos historiadores de la ciencia denominen este
periodo inicial de la matematica pitag6rica como aritmogeometria.

Probablemente entre el afio 500 a.n.e. y €l 470 a.n.e. los pitagoricos descubrieron laexistencia
de magnitudes inconmensurables, a estudiar larelacion entre el lado y la diagonal del pentagono
regular, o bien, del cuadrado. Una vigja leyenda da pie a pensar que el descubridor pudo haber
sido Hipaso de M etaponto. Esto arruinabala creencia pitagéricaen que todo |o existente podia ser
medido por e nimero, que todas las magnitudes podian ser expresadas como razon entre
nimeros. Dos consecuencias de interés fueron la creciente importancia de la geometria, en
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detrimento de la aritmética, y la sustitucion, hacia mitad de siglo, del atomismo matematico
pitagorico por el atomismo fisico de Leucipo y Demécrito.

Fue unasuerte para€el devenir delas matematicas que haciael 450 a.n.e. |os pitagoricosfueran
expulsados de Crotona por motivos politicos. De ese modo se diseminaron por las polis helenas,
convirtiéndose en profesores de matematicas. Los lazos entre sus miembros se irian debilitando,
aunque conocemos comunidades activas todavia a principios del siglo 1V an.e. Los residuos de
la secta desaparecen hacia el 300 a.n.e., justo por la época en que Euclides de Algjandria va a
recoger en sus Elementos buena parte de la herencia pitagérica en geometria y aritmética. La
pretensién pitagorica de que las mateméticas son conocimiento verdadero plantea dos cuestiones
gue seran trabagjadas y debatidas durante los siglos V y IV an.e.: é método matemético y la
ontologia de los conceptos mateméti cos.

Método y Ontologia en Mateméticas

Respecto a método sefialemos que los historiadores no concuerdan en si la demostracion
deductiva fue inventada por los pitagoricos y desarrollada por los filésofos eléatas o viceversa.
Aungue se suele considerar que su origen remoto se hallaen laretéricajudicial, e documento més
antiguo conservado con razonamientos deductivos es el Poema de Parménides de Elea, escrito
hacia el afio 480 a.n.e. En él se expone una cosmologia basada en un principio: lo Uno, lo tnico
gue es. Mediante deduccién se van probando las propiedades fundamentales de o Uno: que no
tiene principio ni fin en el tiempo, que esinmutable, inmovil, homogéneo, continuo y limitado; se
afirmaademas que es esférico. Esta cosmol ogia ataca dos aspectos del pitagorismo: no aceptaque
haya dos principios fundamentales o lleno y lo vacio— reduciéndolos a primero, y rechaza su
pluralismo atomista. Las demostraciones son indirectas, por reduccion al absurdo. En vez de
razonar a partir de la tesis que se quiere demostrar se parte de la antitesis hasta llegar a una
contradiccion, 1o que nos permite rechazar la antitesis, por el principio de no contradiccion, y
afirmar latesis, mediante el principio de tertio excluso. Pues bien, Euclides ha conservado en los
libros de aritmética de los Elementos un conjunto de teoremas demostrados por reduccion al
absurdo y que son de procedencia pitagorica. Entre ell os estan | os teoremas acerca de los nimeros
pares e impares, que se consideran anteriores al 450 a.n.e.

Se atribuye a Hipdcrates de Quios —que usd la reduccion a absurdo en su cuadratura de las
[nulas— laredaccion de los primeras Elementos, hacia el 435 a.n.e., esdecir, el primer ensayo de
presentar el saber matemético partiendo de unos principios definidos. El término “elemento”
significaba por entonces “aquello a partir de lo que se construye algo”, o bien “aguello simple en
que se resuelve lo complejo”. Ni esos Elementos, ni los posteriores de Ledn o de Teudio, se han
conservado, eclipsados por los de Euclides, que hacia € afio 300 a.n.e. convirtieron en canénica
la forma de presentacion de los conocimientos matematicos a partir de axiomas o postulados,
nociones comunes y definiciones. A partir de los Elementos de Hipdcrates se debid ir abriendo
paso la distincion temédtica entre construccion de figuras —caracteristica de la matematica
pitagorica—y lademostraci én de teoremas. Lo mismo debid ocurrir con ladistincién entreandlisis
y sintesis. Esta se consagré como método de exposicion del conocimiento matematico, de modo
gue partiendo de los principios establecidos se |legaba, mediante una serie de pasos, hastalatesis
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a demostrar, quedando su verdad demostrada como consecuencia necesaria de los principios. El
andlisis, cuyainvencién atribuye Proclo a Hipocrates, y que seria explicado mas tarde por Platon
en su Republica (VI1, 511 a), consiste en el camino inverso. Suponiendo resuelto e problema hay
gue derivar deductivamente consecuencias que noslleven hastalos principios, que permiten luego
justificar esa solucion porque son condicion suficiente y necesaria paraello.

La cuestion ontoldgica presenta mas dificultades. Los primeros pitagéricos habian
considerado lalinea como una yuxtaposicién de puntos, |a superficie como una yuxtaposicion de
lineas y e cuerpo sélido como una yuxtaposicién de superficies, siendo todos ellos —puntos,
lineas, superficies y solidos— entes materiales. Tras e descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables debieron intentar soslayar € problema mediante |a teoria de la fluxién: una
linea es un punto que fluye hasta otro punto, etc. Pero en contra de ello, las aporias de Zen6n de
Elea, haciad 450 a.n.e., trataron de demostrar que el espacio no existe, que ni los cuerpos solidos
ni laslineas son conjuntos de puntos, y que |os conceptos de espacio y movimiento no sirven para
la investigacion de la Naturaleza, porque producen contradicciones a pensar, tanto si se los
considera como continuos o como discontinuos.

Poco después, haciad 435 a.n.e., en la Atenas de Pericles, Anaxagoras intentara refutar esas
aporias estableciendo un cierto principio de continuidad, al afirmar que no existe lo més pequefio
entre los més pequefio, ni lo mas grande entre lo mas grande, 0 sea, que toda magnitud puede
seguir siendo dividida hacia lo minimo de modo ilimitado o creciendo hacia lo maximo en un
proceso sin fin. Anaxagoras fue uno de los fil 6sof os —junto a Empédocles, Leucipo y Demdcrito—
que, para hacer compatibles la |6gica parmenidea del ser y €l no ser con la evidencia de los
cambios en la Naturaleza, ofrecieron soluciones pluralistas para la composicién de las cosas,
uniendo el concepto fisico de mezcla con el concepto matemético de proporcion.

Las matematicas ideales, la democracia ateniense y Platon

Después de Zendn, |os matemaéti cos avanzan haciala consideracion de | os conceptos mateméti cos
como referidos a entes ideales no materiales. No sera sin discusion, pues hay resistencia contra
esos entes matematicos doblemente idealizados. sin materiay sin dimension. Algunos sofistas,
entre € 450 a.n.e. y e 400 an.e, no solo pondran en duda la validez de los principios
matematicos, sino también la pertinencia del propio método deductivo, y querran hacer valer los
derechos de lo empirico frente a lo tedrico, del conocimiento sensible frente a conocimiento
[6gico. Ello se ve, por gemplo, en la discusién de Protégoras acerca de que la tangente no toca
sblo en un punto al circulo, o en los procedimientos de Antifonte y Brisdn para cuadrar €l circulo
mediante lainscripcion y circunscripcion de poligonos de un nimero cada vez mayor de lados, o
incluso, en las comparacion de | as superficies de corte de un cono por un plano, por el atomista
Demacrito.

Laimplantacién de la democracia en Atenas, haciamediados del siglo V a.n.e., trgjo consigo
el debate publico acercadelaeducacion. Algunos sofistas rechazaron que se enefiaramatematicas
por su inutilidad practica; otros fil6sofos, como Aristipo, las recusardn porgue con €ellas no se
aprende ética, no ayudan aformar ciudadanos virtuosos. Esta época ve consagrarse como método
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de produccién del saber €l didogo polémico que busca refutar a los demés interlocutores para
triunfar imponiendo el discurso propio.

Platon (427-347 a.n.e.) inventala escritura fil osdficaimaginando ese tipo de didlogo —aunque
con una finalidad retérica de consenso— entre Socrates y sus interlocutores. Entre ellos, algunos
sofistas, a quienes Platdn —el gran paladin de la matemética ideali zada— execrard acusandol os de
confundir los nimeros abstractos o las figuras geométricas ideales con las apariencias fisicas
sensibles; pero como ya hemos expresado, no se trata de una confusién, sino de una opcién
diferente alade Platon. A pesar del vuelo mistico de las mateméti cas platédnicas, recordemos que
D. H. Fowler, en su obra Mathematicsin Plato’ s Academy ha demostrado de manera convincente
laimportanciafundamental de laantiféresis o sustraccion mutua, método de origen empirico para
determinar la relacion entre dos magnitudes, tanto en la Academia como en matematicos
anteriores y posteriores. Platén funda la Academia en € afio 387 an.e. y en ella trabgjardn
mateméti cos de renombre como Teeteto, aquien se atribuye buena parte de loslibros X y X111 de
los Elementos de Euclides, y Eudoxo, quien con su teoria de las proporciones y su método de
exhaucion, recogidos en los libros V y XII de los Elementos, solucionaré el tratamiento de las
magnitudes inconmensurables. Ademas, Platon, en sus vigjies a Sicilia, recibird la influencia de
importantes matematicos pitagéricos, a través de los escritos cosmoldgicos de Filolao y los
trabajos de Arquitas de Tarento.

Lapiedraangular delafilosofia platdnicaes su teoriade las Formas o |deas. Con ella pretende
explicar la existencia de los seres naturales como copias de arquetipos Unicos externos a la
Naturaleza. Cada conjunto de seres naturales semejantes, que podemos conocer mediante los
sentidos y denominamos con un mismo concepto, deben su existencia y sus carateristicas
comunes a su Forma arquetipo, conocida exclusivamente mediante la razén. Las Formas
mencionadas son: formas de especies naturales, formas de virtudes morales, formas de conceptos
mateméticos. En Republica, donde plantea esa division entre seres sensibles einteligibles, Platon
expone que estos Ultimos son de dos tipos: las Formasy |os entes matemati cos, como himeros y
figuras. Esto da lugar a dos tipos de conocimiento epistémico: el saber noético o dialéctica, que
consiste en la inteleccion de las Formas, y las ciencias mateméticas, que usan €l razonamiento
discursivo. La superioridad del primero sobre el segundo estriba en que demuestra todos sus
principios, mientras que las mateméti cas se fundan en postulados indemostrables. Para Platon, los
entes matematicos juegan €l papel de intermediarios entre las Formas y |0s seres naturales.

Pero en escritos posteriores se ira diluyendo esa separaciéon entre Formas y entidades
mateméticas, pues usard cada vez mas conceptos mateméti cos paratratar de conseguir su objetivo
fundamental: presentar unajerarquizacion de los principios de todo lo que existe. Paraello usa el
método de generalizacion y division. Veamos algunos claros ejemplos. En Republica la Forma
suprema es €l Bien, pero en Las Leyes, su obra postrera, sera la de Unidad. Cuando presenta su
cosmologia en € Timeo, adjudica a las particulas que componen los cuatro elementos fisicos —
tierra, agua, aire y fuego— formas de poliedros regulares —hexaedro, icosaedro, octaedro y
tetraedro. Curiosamente su atomismo geométrico se basa en una combinatoria de las superficies
de los poliedros, no de sus volimenes. Ahi mismo distingue tres géneros de ser: las Formas
eternas inmutables, el Espacio —ser inteligible, receptéculo de todo lo que nace y perece-y los
seres naturales. Los principios primeros que explican la existencia de los seres naturales son la
Unidad y la Diada —diada que es |o Grande y o Pequefio. Asimismo en El Sofista presenta como
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géneros supremos cinco: el ser, el reposo y el movimiento, loigual y lo desigual. En €l Teeteto se
afirma que tras percibir las sensaciones el alma comparay distingue o semejante y lo diferente:
esa reflexion constituye la ciencia. Convencido de que las mateméticas expresan la necesidad de
laverdad, Platon llegara a decir en Las Leyes que “ los dioses no se resisten ni luchan contra las
matematicas’ . Hay indicios de que pudo elaborar unateoria de los nimeros ideales, que no llegd
a escribir, donde asociaba las Formas fundamentales a los nimeros de la Década, siguiendo una
tradicion pitagorica.

De modo consecuente, Platdn propone en Republica que los jovenes destinados a futuros
gobernantes de la polisidea estudien, entrelos 20y los 30 afios, |as cinco ciencias matematicas,
en orden creciente de complejidad: aritmética, geometria, estereometria, astronomiay armonia.
Luego habrén de estudiar diaéctica cinco afios. Segun Isocrates, los platénicos usaban las
matematicas para entrenarse en el conocimiento abstracto y en la técnica deductiva. Todas esas
ciencias admiten un uso tedrico —que Platdén considera superior—y un uso practico, por su utilidad
parael comercio, €l arte delaguerra, lanavegacion, lamedicina, etc. Por ello criticardaArquitas,
por usar las mateméticas para la mecanica, y a propio Eudoxo, por no limitarse a la astronomia
matemética.

Es muy probable que fueraa peticion de Platdn por lo que Eudoxo, haciael 355 an.e., elabord
el primer modelo astrondmico matematico del movimiento del Sol, la Luna, los planetas y la
esfera de las estrellas fijas: |la teoria de las esferas homocéntricas. Esto constituye toda una
novedad, pueslapalabra“planeta’ significa“errante” y Eudoxo lesvaaponer a esos vagabundos
del espacio una camisa de fuerza matematica. Esta conversiéon de los cielos en € reino de la
regularidad permitird luego a Aristoteles separar la zona supralunar —incorruptible e inmutable-
de lazona sublunar —corruptible y cambiante.

Aungue Platén no fuera un matemético de relieve, en sus obras toma una posiciéon clara
respecto a la cuestion ontoldgica. Los nimeros y las figuras son entidades ideales, inteligibles,
eternas, inmutables, independientes y separadas de | os seres natural es. Niega entidad alos puntos,
a los que considera simplemente extremos de lineas, y afirma que las entidades ideales son la
linea, la superficie y e sblido. Respecto alos nimeros, segiin fue envejeciendo, se fue haciendo
més pitagorico. En el Filebo dira que el Nimero es € principio intermedio entre lo Uno y lo
llimitado. Aristételes sefidla que Platén distinguia tres tipos de nimeros: los sensibles, que
cuentan las cosas, |os mateméti cos, conjuntos de monadas o unidades, y losideales, como ladiada
o latriada, siendo cada uno de estos Ultimos una especie diferente.

En definitiva, con Platon las matematicas se reafirman en ladimension cosmol égicay sagrada
adquirida con los pitagéricos, yendo incluso “hyperouranos’. Los nimeros y figuras son los
principios eternos que gobiernan la Naturaleza cambiante y mortal. Las mateméticas expresan el
orden de la necesidad, la verdad sobre el mundo, comprensible solo por el amaracional, no por
el cuerpo sensible. Al final de su vidallegaa proponer como religién popular de la polis racional
ideal unateologiaastral que se funda en la astronomia matemética.

78



El significado de las matematicas en la cultura griega

Las matematicasy Aristoteles

No es extrafia, entonces, laqueja de Aristételes:

L as matematicas se han convertido hoy en filosofia, y entodalafilosofia, por masque sediga
gue su estudio no debe hacerse sino en vista de otras cosas.

El estagiritavaarealizar una nueva clasificacién de las ciencias. Las ciencias tedricas son las de
valor superior, y en orden decreciente de importancia son: filosofia primera, mateméticasy fisica.
Luego vienen las ciencias préacticas, como ética, politica, economia, retérica. Finalmente las
ciencias productivas, como medicina, navegacion, arquitectura, etc. Enumeraré algunos de los
presupuestos que sostienen esajerarquia. Las cienciasdelos entesinteligibles son superioresalas
de los entes materiaes. Las ciencias que parten de principios son més rigurosas que las que no |o
hacen. La aritmética es mas exacta que la geometria porgue se basa en menos principios.

En los Analiticos Primeros, donde explica su l6gicasilogistica, y en los Analiticos Segundos,
donde expone su teoriade lademostraciony ladefinicion, Aristételesvaaestablecer el canon para
el conocimiento cientifico. La silogistica tuvo poco éxito como método de exposicion o de
justificacion del conocimiento, apesar de su rigor |6gico; en cambio, su epistemol ogiatuvo mayor
influencia, aunque ni siquierael propio autor se atuvo demasiado a ella en sus obras, usando con
frecuencia procedi mientos descriptivos y argumentos retdricos que no se atienen estrictamente al
método proclamado. Demostrar es razonar a partir de lo necesario, no simplemente a partir de lo
verdadero. Toda ciencia demostrativa ha de constar de principios indemostrables —propios o
comunes—, aserciones de existencia —hipétesis— y definiciones. Para defender las ciencias
Aristételes refuta tanto a quienes niegan certeza al conocimiento por la supuesta necesidad 16gica
de un retroceso ad infinitum en la justificacién de los principios como a quienes intentan
demostrarlos de modo circular. Por ello rechaza la posicion platonica de que la dialéctica
demuestra todos sus principios, aduciendo —en contra de un proceder tipico de su maestro— que
unadefinicion no sirve como demostracion, pues hay que probar que corresponde aunarealidad.

Cada ciencia tiene su propio objeto de estudio y su propio método. Por eso no se puede
demostrar nada saltando de unacienciaaotra

excepto [aplicando] los principios geométricos a las cuestiones mecanicas u épticas, y los
principios aritméticos alas armoénicas (An. Pos., 1076 a).

Y continda diciendo

No debe exigirse rigor matematico sino para objetos inmateriales. Y asi € método
matemético no es el de lafisica, porque la materia es el fundamento de la Naturaleza.

L as demostraciones producen verdades eternas; asi 10 expresa con un gjemplo:

Laconmensurabilidad entre lado y diagonal no esen el tiempo, ni tampoco lainconmensura-
bilidad; una por no ser nunca, la otra por ser siempre.
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Aristételes es un pensador finalista: todo se produce en vistas a una finalidad que es el Bien. El
conocimiento esunade lasformas del bien. Aplicado esto alas mateméticas significaque en ellas
todo conocimiento tiene causaformal y causafinal. Laprimeraconsiste en que todo conocimiento
nuevo se produce a partir de conocimientos preexistentes; la segundaestribaen el teorema, prueba
0 construccion, buscado por € razonamiento matemético.

Respecto al tema ontolgico, para Aristételes los principios matematicos ni son principios
internos de los cuerpos fisicos —como sostenian | 0s pitagdricos— ni son principios externos —como
sostenia Platon. Tampoco los considera sustancias, 0 sea, algo capaz de subsistir por si mismo.
Son para €l formas abstraidas de |os cuerpos fisicos. Por ello prefiere definir los puntos, lineasy
superficies de modo relativo: como limites o divisiones. Hoy nos resulta chocante a simple vista
su definicion del lugar como superficie envolvente de un cuerpo. Paracomprenderlahay que darse
cuenta de que Aristételes esta intentando soslayar las discusiones ontol 6gicas sobre el espacio,
provenientes de las teorias de Parménides y Zendn. No quiere mezclar con su fisica la idea
matematica de un espacio homogéneo, sin cualidades. Su espacio es pleno, heterogéneo y
cualitativo. Siguiendo laestelaeledticaen lafisicaaristotélicano existe el vacio, cadacuerpo tiene
su lugar natural y € conjunto de los lugares ocupa plenamente el espacio.

En diversos puntos de su obra Aristételes intenta refutar |as paradojas de Zendn para afianzar
los conceptos matematicos fundamentales. Para ello introducira la distincion entre infinito actual
e infinito potencial. No hay infinito fisico ni matemético actual, es decir, como realizacion
efectiva, como algo presente. En cambio, tanto la magnitud como los nimeros son infinitos
potenciales, aunque con simetria inversa. Los nimeros son potencialmente infinitos hacia lo
grande, pero hacialo pequefio tienen su limite en la Unidad. Las magnitudes son potencialmente
infinitas hacia lo peguefio, pues a ser continuas pueen ser divididas sin fin, pero tienen un limite
hacialo grande: la esfera de las estrellas fijas, donde acaba €l universo. De ese modo representa
Aristételes lo matemético en el marco de lo fisico; si bien las matematicas tienen la prioridad
I6gica, alafisica corresponde la prioridad ontol 6gica.

Respecto a los nimeros aceptara la idea pitagodrica de que la Unidad es el principio de los
nimeros, justificandolo porgue contar implica siempre disponer de una unidad de cuenta. Por
tanto, para é la Unidad no es un principio comun de los cuerpos fisicos —como era para los
pitagéricos— sino su medida. Euclides recogerd més tarde esta idea del nimero como medida en
sus definiciones del libro VII de los Elementos.

Digamos en conclusion que en el camino del consenso matematico en torno a principios y
métodos Aristétel es representa un paso adelante: |a retérica persuasiva de los didlogos de Platon
seve sustituida por unaldgicaexpositivabasada en principios, definicionesy demostraciones, que
quiere convencer sin dejar lugar a dudas. Con la mirada de un profesional del saber quiere poner
orden en €l abanico delasciencias. Laldgicaserael instrumento necesario paratodas|as ciencias.
Estas serén clasificadasy jerarquizadas. Cada unatendré que especificar sus principios propiosy
los que comparte con otras ciencias. Se trata de evitar confusiones de método en el tratamiento de
los objetos de investigacion y de evitar incoherencias en el método de exposicion. A pesar de que
hoy los practicantes de las ciencias podamos reconocernos en esta mirada técnica mas que en la
de sus predecesores, Aristoteles conserva respecto alas matematicas algunos ideales tipicos de la
cultura griega, como la perspectiva éticay estética, que no aparecen con mucha frecuenciaen la
filosofia actual de las mateméticas. Por € emplo, en su Metafisica dird que
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incurren en error |os que pretenden que las ciencias matematicas no hablan ni de lo bello ni
del bien. Delo bello es de lo que principalmente hablan y o bello es o que demuestran.

Esta bellezareside paraé en el orden, lasimetria, lalimitacion y la proporcion.

Lacienciahelenisticay los*Elementos’ de Euclides

Discuten los historiadores de la ciencia cudl haya podido ser la influencia de la Academiay €l
Liceo sobre el desarrollo de la ciencia helenistica. Sefialemos ante todo que la oposicion entre
Platén y Aristételes no fue tan marcada en el mundo antiguo como lo sera en Europa a partir de
la filosofia escolastica de los franciscanos y los dominicos, que enfrentardn versiones
cristianizadas de ambos. Pero basta estudiar |as culturas bizantina y arabe, correspondientes a
nuestra Edad Media, para ver qué estrechamente cohabitan maestro y discipulo. Los Antiguos
veran, en general, la obra de Aristételes como una continuidad con variaciones de la obra de
Platon.

En lo que respecta alas matematicas es obligado hablar de Euclides, que entre el 300 a.n.e. y
el 280 a.n.e,, compilé sus Elementos en Algandria. Esta obra no pretende ser ni un tratado
exhaustivo sobre las mateméti cas anteriores, ni siquieraun resumen delos hallazgos més valiosos.
L os Elementos es una obra redactada con intencién pedagdgica, como texto parael estudio de las
matematicas. Por ello Euclides tiene que combinar dos perspectivas:

— Conservar partes de las tradiciones y escuelas anteriores, como la pitagorica, la de Quios, la
platénica; a veces manteniendo las demostraciones y construcciones originales, a veces
anadiendo pruebas mas acordes con su sistema de exposicion; también, desarrollando areas
iniciadas por otros, como lateoriade las magnitudesirracionales de Eudoxo o |a estereometria
de Teeteto.

— Seguir las exigencias metodologicas de Aristételes para la elaboracién del conocimiento
cientifico. Por ello se apoya en un breve conjunto de axiomas y nociones comunes, asi como
en un gran numero de definiciones, referidas a entidades cuya existenciaira siendo probada.

Hay que recordar que lainfluencia de Aristotel es sera notabl e entre |os estudiosos algjandrinos, y
mas desde que Estratdn de Lampsaco, tercer director del Liceo, traslada al Museo labiblioteca del
estagirita, asi como sus colecciones zooldgicas y boténicas. Pero también hay platonismo en
Euclides. El argumento clasico es que |os Elementos acaban presentando la construccién de los
poliedros regulares como homengje a la cosmologia de Platdn en el Timeo. Es cierto que €l
argumento no es contundente, porque esefinal puede deberse ssmplemente al orden de exposicién,
gue avanza desde lo simple alo complejo. Pero dificilmente en esa época alguien interesado por
las mateméticas podia sustraerse al influjo de Platén, y la mera empresa de elaborar un manual
sistemético para la ensefianza de las matematicas se inserta en la politica cultural platonica. Los
Elementos es una obra que conecta perfectamente con la politica cultural de los Ptolomeos,
gjercida desde el Museo y la Biblioteca, fundados hacia el 285 a.n.e., consistente en recopilar,
seleccionar y sintetizar todo el saber adquirido por la civilizacién helena, para su ensefianza y
difusién. Es posible que los Elementos hayan determinado el canon de la ciencia alejandrina, que
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pasando por la Syntaxis Mécanica de Filén de Bizancio (circa 225 a.n.e.) y los tratados de Her6n
(s. I d.n.e)) alcanza hasta la Syntaxis astrondémica (s. |1 d.n.e.) de Claudio Ptolomeo, el famoso
Almagesto.

Arquimedes, cumbre de las mateméticas griegas

Mas dificil resulta a los historiadores pronunciarse sobre el platonismo o aristotelismo de
Arquimedes de Siracusa (285-213 a.n.e.). Este dilema se halla conectado a dos cuestiones
relacionadas entre si y que se convertiran en un topico obligado a partir de los autores del siglo |
d.n.e., como Her6n de Algjandria, Carpos de Antioquiay Gémino, a saber, cués es la conexion
entre geometriay mecanica, y cudl es el papel de Arquimedes en la historia de la mecénica. El
historiador latino Plutarco de Queronealo presentaen su Vida de Marcelo (circa 100 d.n.e.) como
un platénico riguroso, pero es una vision idealizada. Otros autores lo han visto como €
matematico ingeniero, mas en consonancia con € aristotelismo.

En la mayoria de sus obras Arquimedes no parece seguir €l canon cientifico de Aristoteles o
Euclides, aunque podemos presumir con bastante seguridad que conoci6 las obras de ambos
relativas al tema. Sus obras parecen tener un formato distinto, son una especie de informes
monograficos sobre sus investigaciones. En EI Método, dirigido a su amigo Eratstenes, obra
perdida durante siglos y recuperada por Heiberg en 1903, sigue la costumbre, iniciada por los
estudiosos alejandrinos, de presentar |os tratados cientificos con una carta-prélogo donde el autor
toma posicion respecto a los asuntos alli expuestos mediante referencias a autores mas antiguos,
predecesores en esos temas. Sabemos que le gustaba enviar a los mateméticos de Algjandria
problemas a resolver, enunciados sin pruebas e incluso enunciados fal sos, quiza como acicate de
amigos y medio de discriminar entre buenos y malos mateméticos. Como é mismo dice:

Es conveniente que los mateméti cos descubran las cosas por si mismos.

Desde larecuperacion de El Método | os historiadores de la ciencia han reactivado lavieja cuestion
de cudl eralavision de Arquimedes sobre larelacion entre geometriay mecénica. ¢Eslamecanica
un simple método heuristico para resolver problemas mateméticos que luego debemos probar
mediante lageometria? ¢Considerabaigual de valiosas|as demostraciones mecanicas, donde hace
uso de equilibriosy centros de peso, que las demostraciones geométricas al modo euclideo? En su
célebre libro sobre Arquimedes defiende Dijkterhuis que las objeciones que € siracusano podia
plantear respecto a sus propios trabajos mecanicos no se debian alas consideraciones mecanicas,
a la mezcla de mecénica y geometria, sino a uso de indivisibles. ¢Ahora bien, necesitaba
Arquimedes probar mediante la geometria |o que ya habia probado mediante la mecénica para
asegurarse de la certeza de sus resultados o s6lo para que fueran aceptados?

Ya hemos visto anteriormente como en los Analiticos Segundos Aristteles considera
apropiado e uso de los principios geométricos en la mecénica, considerando esta ciencia
subordinada a la primera. Todo descubrimiento por la via mecanica, aunque fuera considerado
util, probable o razonabl e, debia ser validado por la via geométrica como garantia de verdad: solo
eso podia ser llamado demostracion. Aungue lo importante no es solo la obtencion de nuevos
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resultados, sino que ademas el método mecéanico proporciona pistas adecuadas para conseguir la
demostracién geométrica, indicando por dénde hay que avanzar. Cuando Arquimedes escribe El
Método esta convencido de que el método mecéanico conducird a nuevos descubrimientos en el
futuro, por él mismo y por otros mateméticos que |o adopten.

Por el contrario, el uso de indivisibles era un tema problematico desde que Zendn habia
expuesto sus aporias, que ni € propio Aristiteles, pese a sus esfuerzos, habia logrado conjurar.
Aungue Arquimedes no tuvierareparo en usar los indivisibles como método heuristico debia ser
consciente de la dificultad de que los resultados obtenidos con ese procedimiento fuesen
aceptados por la comunidad matemética, en particular por la alejandrina, y de hecho no parece
haber tenido ningun interés en justificar epistemol dgicamente el uso de indivisibles, emulando y
distanciandose de Aristoteles.

En definitiva, en Arquimedes podemos encontrar rasgos euclideos, como €l hecho de empezar
su obra Sobre €l equilibrio de planos introduciendo una serie de postulados; rasgos aristotélicos,
en lo que atafie, por ejemplo, a las relaciones entre geometria y mecanica; rasgos platénicos y
pitagoricos, como la creencia en que las matematicas constituyen los principios de la Natural eza;
e incluso podemos afirmar que comparte con Tales la conviccidn de que las figuras geométricas
tienen propiedades naturales inherentes. Con esto quiero decir que aunque Arquimedes sea
heredero de toda la matematica griega, no creo que pueda ser adscrito a ninguna tendencia o
escuela determinada.

Me imagino a Arquimedes como alguien gque fue educado en las matematicas desde la
infancia, por su padre el astrénomo Fidias, y que ya parasiempre proyecto esa mirada matemética
con curiosidad sobre todas las facetas del mundo que le rodeaba. Asi parece indicarlo la enorme
variedad de sus campos de trabajo y su posicion marginal respecto alos sistemas epistemol 6gicos
dominantes. Era un matematico vocacional mucho mas interesado en resolver problemas que en
justificar sus resultados. Sabemos que consider6 que el sistema heliocéntrico defendido por su
contemporaneo Aristarco de Samos podia ser verdadero; ello nos da una prueba mas del estilo
abierto de Arquimedes, capaz de enfrentar tradiciones arraigadas y arriesgarse en la busqueda de
nuevas vias para el conocimiento.

Arquimedes en Iberia

Para terminar quiero desmentir una falsa noticia sobre la posible presencia de Arquimedes en la
Peninsula Ibérica, noticia que se remonta a Leonardo da Vinci. A principios del siglo XX €l
estudioso italiano Antonio Favaro exponia:

Al tempo in cui Torelli scriveva non era ancor noto un passo di Leonardo da Vinci, il quale
nota d'aver “ritrovato nelle storie delli spagnioli” che Archimede Siracusano s trovava
presso Eclideride, re dei Cilodastri, nel tempo in cui erano in guerra con gl’ingles, e,
combattendose sul mare, suggeri certa disposizione da darse all’ armatura delle navi per la
guale poteva lanciarsi facilmente pece infuocata che obbligava il nemico ad abbandonare il
combattimento e mettevain grava pericolo i vascelli.

Antonio Favaro, Archimede, 22 ed., 1923]
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La obra mencionada de Torelli es Archimedis quae supersunt omnia cum Eutocii Ascalonitae
commentariis, Oxford, 1792. Parece, por tanto, que en algin momento posterior a la obra de
Torelli y anterior alade Favaro alguien repar6 en unacita sobre Arquimedes en un manuscrito de
Leonardo. En su famosa obra de 1956 sobre el matemético de Siracusa todavia el historiador de
las mateméticas Dijkterhuis repetia:

According to a statement in the biography with which J. Torelli introduces his great
Archimedes edition Archimedes is said after his return from Egypt to have visited other
countries as well. There is a particular story about a voyage to Spain in a note by Leonardo
da Vinci, in which the latter mentions that he has read in a history of the Spaniards that the
Syracusan Archimedes aided Ecliderides, King of the Cilodastri, in a maritime war against
the English through the invention of a device for spouting burning pitch on the ships of his
opponents. It is, however, altogether unknown in what work L eonardo can have read this, and
authorities on spanish History ignore both King Ecliderides and the people of Cilodastri.
[Dijksterhuis, Archimedes, 1956]

Y enlaedicion catalana de EI Método su traductor y prologuista P. G. Urbanegja sefida:

Hi ha un testimoni, no comprovat, de Leonardo da Vinci, que assegura que Arquimedes va
estar ala peninsula Ibérica, cridat per Eclidérides, rei dels cilodastres, a qui va ajudar en els
seus combats navals.

[Métode, 1997, prélogo de Gonzélez Urbanegja]

Esldgico que nadie pudierainformar alos antedichos autores sobre el rey Ecliderides, ni sobre el
pueblo de los cilodastros, porque nunca existieron ni uno ni otro. El tal Ecliderides no es otro que
El Cide Ruy Diez, aquien separan de Arquimedes trece siglos. Segin mi hipétesis, esa confusion
se remonta a la época en que Leonardo fue ingeniero general de fortificaciones del gjército de
César Borgia, entre el verano de 1502 y la primavera de 1503. Los Borgia eran una familia
originariadel reino de Valencia, territorio que habiasido conquistado afinales del siglo XI por El
Cid Ruy Diez de Vivar. Alli disponian de amplias posesiones y ostentaban un titulo nobiliario: €l
ducado de Gandia. Leonardo debié leer en algin libro de la biblioteca de |os Borgia la atribuci6n
al Cid de un ataque con catapultas contra naves enemigas. Cuando tiempo maés tarde record6 ese
suceso, probablemente a propdsito del temade losingenios mecanicos, Leonardo yano recordaba
el nombre con precision y no debiatener acceso a su fuente escrita original. De ahi que a citar de
memoria convirtiese a El Cid Ruy Diez en Ecliderides. La cita de Leonardo debe hallarse en
alguno de los diarios donde anotaba asuntos de su interés, de mecanica entre otros. ¢En qué obra
pudo haber leido Leonardo esareferenciaal Cid? Entre las obras manuscritas posibles, anteriores
alaimprenta, habria que citar las siguientes:

— Historia de Valencia, del autor arabe Ben Alcama, escrita hacia el afio 1100 y hoy perdida.

— Historia Roderici, escritahaciael 1200.

— Chronicon Mundi, del obispo Lucas de Tuy, que data de 1236 y tuvo una gran influencia en
los historiadores del circulo de Alfonso X €l Sabio.

— Derebus Hispaniae, de Rodrigo Jiménez de Toledo, redactada en 1243.

— Croénicade Castilla, hacia 1300.

— Cronica particular del Cid, hacia 1400.
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Entre los libros impresos, el més probable seriala Cronica del Cid Ruy Diaz, editado en Sevilla
en 1498. Entre los manuscritos citados considero que el méas probable es el de Jiménez de Toledo,
por ser su autor unaeminenciadelalglesia, y porque su obratuvo unagran difusion hastael siglo
XVI.

Si el hecho histérico atribuido a Cid es cierto deberia referirse al ataque por mar que tropas
de Alfonso VI de Castilla, aliado con Génovay Pisa, dirige contrael puerto de Valenciaen € afio
1092. Recordemos que Alfonso VI es el rey de Castilla a quien se enfrentd el Cid, segin queda
recogido en el Cantar del Mio Cid, texto fundacional delaliteraturaespafiola. El uso de catapultas
contralos navios en esa épocay més tarde esté bien documentado. En 1238 las tropas de Jaime |
las usaron para conquistar Valencia, enfrentdndose a las naves enviadas por Abu Zakkariya, rey
de Tunez, en auxilio de Zayyan, rey de Valencia. Por las misma época en que Leonardo se
relacionaba con los Borgia el famoso pirata berberisco Barbarroja saqued Cullera (1503), suceso
que debi6 ser conocido y comentado por los Borgia.

Respecto alos Cilodastros sélo puedo hacer conjeturas. Ni siquiera podemos saber por ahora
s el texto en que se basalaconfusion de L eonardo estaba escrito enlatin o en castellano. Sospecho
gue equivoco e sentido de unafrase que juntaba dos términos. Uno podiaser cide o cidello, o bien
cielo o caelo; d otro, astro rey o astris rex. De modo que, por g emplo, unafrase como “del cielo
astro rey” pudo ser interpretada —y transformada en la memoria— como “rey de los cilodastros’.
Téngase en cuenta las dificultades de lectura de los manuscritos, las erratas frecuentes de los
amanuenses, y para el caso de que fuera un texto impreso, € hecho de que aln no habia una
tipografia estdndar, ademés de las erratas.

En cualquier caso, volver a localizar €l diario de Leonardo donde consta la cita sobre
Arquimedes sera mucho més facil que averiguar el texto de donde la saco. Asi pues, respecto a
tema de la posible presencia del genio siracusano en |beria, debemos contentarnos con recordar
que en la época de da Vinci hacia tiempo que habia llegado a la Peninsula |bérica, de manos de
los matematicos arabes, € espiritu de Arquimedes.

Fundacion Canaria Orotava de Historia de la Ciencia
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